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Ex Komplexer Betazerfall beim ®Rubidium') 


Der Betazerfall des ®Rb (Halbwertszeit 7’ = 17,8 m) wurde näher unter- 
sucht, wobei das Betaspektrum als komplex nachgewiesen und die entsprechende 
y-Strahlung aufgefunden werden konnte. Absorptionsmessungen ergaben eine 
Beta-Maximalenergie von ß, = (5,20 + 0,10) MeV, Koinzidenzuntersuchungen, 
außerdem zwei Partial-Betaspektren mit den Maximalenergien ß, = (3,6 + 0,3)MeV 
und %,= (1,8-+ 0,2)MeV. Die relativen‘ Intensitäten verhalten sich wie 
Bı:ßa:ßs = 4:1:1. Mit der Koinzidenzmethode wurde die y-Energie bestimmt 
und zwei Linien von 3,0 und 1,7 MeV und dem Intensitätsverhältnis 1:10 ge- 

\fundert. ssRb wurde aufgestellt. 
Ziel dene Arbeit war, dem. Zerfall des ®Rb zu Sean da bisher noch 
keine näheren Angaben über seinen Zerfall und angeregte Zustände des Folge- 
kerns vorlagen. 
1. Bisherige Untersuchungen 

Das in der Natur vorkommende Rubidium besitzt die beiden Isotope der 

Masse 85 und 87 mit den relativen Häufigkeiten 72,8% und 27,2%. Das letztere 
ist ein natürlich radioaktiver Betastrahler*) mit einer Halbwertszeit von 6 - 101° 
Jahren. 


Durch Neutronenanlagerung [(n, y)-Prozeß] können aus beiden natürlichen 
Isotopen künstlich radioaktive Kerne erzeugt werden; ®Rb wurde 1937 von 
Snell®) gefunden und zerfällt durch Betastrahlung in das stabile **Sr mit einer 
Halbwertszeit von 19,5 Tagen‘). 1934 fanden Fermi, Amaldi, D’Agostino, 
Rasetti und Segre&5) bei Neutronenbestrahlung des Rubidiums eine schwache 
Aktivität von etwa 20 Minuten Halbwertszeit, die später dem ®Rb zugeordnet 
wurde. Glasoe und Steigman®) stellten das ®Rb als Tochtersubstanz eines 
bei der Uranspaltung entstehenden ®Kr her und bestimmten die Halbwertszeit 
genauer zu (17;8 + 0,2) Minuten. Das ®Rb sendet Betastrahlung aus und und zer- 


1) D26 (Auszug); Vorläufige Mitteilung Z. Naturforschg. Ga, 54 (1951), 

N. Campbell, Proc. Cambridge Philos. Soc. 14, 211 (1907). 

3) A.H. Snell, Physic. Rev. 52, 1007 (1937). 

> A.C. Helmholz, C. Pecher u. P.R.Stout, Physic. Rev. 59, 902 (1941). 

5) E. Fermi, E. Amaldi, O. D’Agostino, F. Rasetti u. E. Segré, Proc. Roy. 
Soc. London, Ser. A 146, 483 (1934). d. 


6) G.N. Glasoe u. J, Steigman, Physic. Rev. 58, 1 (1940). 
Ann. Physik. 6. Folge, Bd.9 
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fällt demnach in das stabile **Sr. Abb. 1 zeigt in einem Massen-Ordnungszahl- 
Diagramm die natürlichen und die durch Neutronenbestrahlung herstellbaren 
künstlich radioaktiven Isotope 
des Rubidiums einschließlich der 
stabilen Nachbarisotope. 

Über die maximale Beta- 
Energie des ®Rb liegen nur ältere 
Messungen vor: Glasoe und 
Steigman fanden durch Reich- 
weitemessungen 4,6 MeV ®), Weil 
in der Nebelkammer 5,06 MeV 
mit einer weiteren Komponente 


künstlich 


radioaktiv 
M 7" natürlich L_]srabir von 2,5 MeV’); über eine y- 
i_...4 radioaktiv Strahlung war nichts bekannt. 


Abb. 1. Massen-Ordnungszahl-Diagramm der natür- 

baren künstlich radioaktiven Isotope des Rubi, 2 Erzeugung des ®Rubidiums 

diums und der stabilen Nachbarisotope Das ®Rb wurde hergestellt 

durch Bestrahlung von Rubi- 

dium mit durch Paraffin verlangsamten Be + D-Neutronen; es entsteht nach 
der Gleichung E 


Es wurde die Hochspannungsanlage des Instituts®) verwendet; der Deuteronen- 
strom betrug etwa 0,5 mA und die Energie der Deuteronen 1,2 MeV; die Be- 
strahlungsdauer betrug im allgemeinen 20 Minuten. — Die durch einen (n, 2n)- 
Prozeß herstellbaren Aktivitäten, welche in Abb. 1 mitaufgeführt sind, können 
mit Be -+ D-Neutronen nicht auftreten. Zugleich mit dem ®®Rb entsteht jedoch 
durch Neutronenanlagerung an das *Rb mit einem 15mal größeren Wirkungs- 
querschnitt die 19,5-Tage-Aktivität des ®Rb, die bei allen Auswertungen ent- 
sprechend berücksichtigt werden mußte. 


Zur Bestrahlung fanden Präparate aus sehr reinem Rubidiumsulfat Verwen- 
dung, wobei es sich um dasselbe Material handelte, welches Hahn und Rothen- 
bach®) zur Halbwertszeitbestimmung der natürlichen Aktivität verwendet 
hatten. Das feingepulverte Salz wurde mit wenig Zaponlack in Schichtdicken 
von 60 bis 550 mg/cm? — je nach erforderlicher Intensität — auf Graphit auf- 
gebracht. Die Präparatgröße betrug 4cm?. Schwefel und Sauerstoff, ebenso 
wie die Unterlage und der Zaponlack gaben bei der Bestrahlung, wie mit beson- 
deren Leerversuchen festgestellt wurde, keine störenden Aktivitäten. Einige 
Messungen wurden auch mit Rubidiumnitrat der Fa. Merck, Darmstadt, aus- 
geführt, sie zeigten dasselbe Ergebnis. 


Zur Untersuchung der y-Strahlung waren aus Intensitätsgründen größere 
Präparatmengen erforderlich: 11g RbNO, wurden in eine Dose aus Polystyıol 
gefüllt und zusammen mit der Dose bestrahlt und gemessen. Das Polystyrol, 
welches nur aus Kohlenstoff und Wasserstoff aufgebaut ist, war so rein, daß, 
wie ebenfalls durch Leerversuche geprüft wurde, keine Fremdaktivitäten auftraten. 


?) G.L. Weil, Physic. Rev. 62, 229 (1942). 
8) Erbaut von der Fa.C. H. F. Müller, Hamburg. 
®) O. Hahn u. M. Rothenbach, Physik. Z. 20, 194 (1919). ar Er 
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Für einige Versuche (Aufnahme der Absorptionskurve der Betastrahlung) 
war die 19,5-Tage-Aktivität des **Rb sehr störend und es wurden deshalb 6g 
Strontiumazetat mit schnellen Li + D-Neutronen bestrahlt. Das ®Rb entsteht 

Sr (7, p) 37Rb. 


Das bestrahlte Strontiumazetat wurde in 30 cm? warmer HCIO, gelöst 


und 100 mg RbCl zugefügt. Bei Kühlung mit Eis-Kochsalzlösung fällt das Rubi- 
dium als Perchlorat annähernd quantitativ aus’). Die 19,5-Tage-Aktivitat die a 5 
aus dem selteneren *Sr entstehen könnte, war nicht nachweisbar 


3. Vorbereitende Messungen 


Ein wichtiges Problem ist, ob das Betaspektrum des **Rb einfach oder kom- 
plex ist und in ein oder mehrere angeregte Niveaus des Tochterkerns führt, von 
wo der Grundzustand durch Aussendung von y-Quanten erreicht wird. Eine 
rohe Bestimmung der Beta-Absorptionskurve zeigte, daß die Aktivität nicht 
auf Null ging und damit das ®Rb Strahlung aus- 
sendet. Absorptionsmessungen mit Blei ergaben 
ein u ~ 0,5 cm! und deuteten damit auf eine y- GP 7. 
Energie von etwa 2 MeV hin. Jedoch werden für } 
diese hohen Energien y-Absorptionsmessungen un- 
genau, da sich einmal der Absorptionskoeffizient 
mit der Energie wenig ändert und zum anderen die 
Korrektur für die im Zählrohr mitgemessene Streu- 2 ae 
y-Strahlung nicht leicht zu finden ist. Auch waren Abb.2. AnordnungzurUnter- 

suchung von f-y-Koinzi- 
die aus Geometriegründen notwendigen sehr starken | denzen (schematisch) a ee 
Priparate nicht zu erhalten. ER. 

Für die Frage nach der Entstehung der y-Strahlung ist es von besonderem mig 
Interesse, wie diese mit der Betastrahlung gekoppelt ist. Zur Entscheidung ist 
die Untersuchung von Koinzidenzen zwischen Beta-Teilchen und gleichzeitig ER 
ausgesandten y-Quanten unerläßlich. Abb.2 zeigt schematisch die dazu ge- 
eignete Anordnung. In der Mitte zwischen einem dünnwandigen Aluminium- 


dünnwandiges 


B-Zählrohr Absorber für 


BStrahlung 


zählrohr zur Registrierung der Beta-Teilchen und einem Zählrohr, welches durch _ Es 
Vorschalten einer genügenden Absorberdicke nur y-Quanten zählt, befindet sich oe 
das Präparat. Für weitere Untersuchungen ist es notwendig, daß vor das Beta- a Et: 
Zählrohr ebenfalls Absorber gebracht werden können. Ein geeigneter Verstärker  _ 


registriert die in beiden Zählrohren gleichzeitig ausgelösten Impulse. 

Um weitere Hinweise auf die Strahlung des ®Rb zu erhalten, war es not- ; 
wendig, die Beta-Absorptionskurve méglichst genau aufzunehmen. 

Für die Messungen mußte wegen der relativ kurzen Halbwertszeit des “Rb ee 
(T = 17,8 m) und um die statistischen Fehler klein zu halten mit starken Prä- 
paraten gearbeitet und deshalb ein hochauflösender Verstärker mit Untersetzer 
verwendet werden, der die Registrierung von Einzelimpulsen sowie die von Zwei- 


4. Der Koinzidenzverstirker 


Ein Blockschaltbild des Verstärkers zeigt Abb. 3. Um ein konstantes Arbeiten — Me 
der Zählrohre zu gewahrleisten, wurden diese in einer Löschschaltung nach Neher 


10) Herrn Dr. W. Herr danke ich für die chemische Abtrennung. 
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und Harper mit ausreichend kleiner Zeitkonstante betrieben und die Zählim- 
pulse in zwei weiteren Stufen auf etwa 1 sec verkürzt, um ein gutes Koinzi- 
denzauflösungsvermögen zu erhalten. Die Aussiebung der Koinzidenzen geschah 
in einer Rossi-Stufe, deren Impulse iiber einen Diskriminator einer Multivi- 
bratorstufe zugeführt wurden, die ein mechanisches Zählwerk mit einer Registrier- 
zeit von 5 - 10°? sec betrieb. 

Zur Zählung der Einzelimpulse lief an einem Zählkanal ständig über einen 
Untersetzer ein zweites Zählwerk mit. Der Untersetzer wurde mit 4 Stufen mit 
dem Untersetzungsverhältnis von je 1:2 nach Forsman unter Verwendung je 


Px. einer Doppeltriode 6 SL 7 ausgerüstet, so daß zwischen einem Untersetzungs- 
se ee verhältnis von 1:1 bis 1:16 gewählt werden konnte. Die Ankopplung der einzelnen 
Untersetzerstufen geschah mittels regelbarer Potentiometer, um eine Riick- 
RE wirkung auf die vorher- 
= gehende Stufe auszuschlie- 
Ben und damit ein sicheres 


Rossi-| |Diskri- Arbeiten, welches mit Hilfe 
wacht werden konnte, zu 
gewährleisten. — Die Einzel- 
stöße am andern Zählkanal 
Endstufe [1 werk konnten durch Außerbetrieb- 
setzung der Rossistufe ohne 
zieht gleichzeitiger Zählung 
Abb. 3. Blockschaltbild des Koinzidenzverstärkers werden. Bei Koinzidenz- 
untersuchungen war an 
diesem Zählkanal stets das y-Zählrohr angeschlossen, die Registriermöglich- 
keit für y-Quanten wurde auch ohne Untersetzung nie überschritten. 


12 | r2]| 12 
Untersetzer 


5. Zählrohre 

Das Beta-Zählrohr bestand aus Aluminiumrohr. von 0,1 mm Wandstärke und 
den Innenmaßen 20 x 46mm. Der Zähldraht aus Stahl 0,2 mm @ wurde mit 
durch Pizein abgedichteten Hartgummistopfen gehalten. Das Zählrohr war mit 
Argon und Alkoholdampf unter einem Druck von 50 bzw. 10 Torr gefüllt. Die 
Einsatzspannung lag bei 1100 Volt, die Betriebsspannung stets 100 Volt über 
Einsatzspannung. Ein solches Zählrohr zeigte in Verbindung mit dem erwähnten 
Verstärker eine Zunahme der Teilchenzahl um 1% bei einer Erhöhung der Be- 
triebsspannung um 20 Volt. Nach Registrierung von etwa 10% Teilchen arbeitete 
das Zählrohr unbefriedigend und mußte gegen ein neues ausgetauscht werden. 

Das y-Zählrohr unterschied sich von dem eben beschriebenen nur dadurch, 
daß es aus Messingrohr mit einer Wandstärke von 1 mm bestand. 

Die Zählrohre waren entsprechend der Abb. 2 in einer Vorrichtung mit einem 
Abstand von 10 mm voneinander gehaltert. Die Anordnung befand sich, um den 
Einfluß der Höhenstrahlung möglichst auszuschalten, in einem 5cm dicken 
Bleigehäuse, welches zur Verringerung der Zahl der Streu-Elektronen und zur 

Br Absorption der Betastrahlung der Zerfallsprodukte des stets in nicht genügend 
4 2 altem Blei vorhandenen RaD (Halbwertszeit 7’ = 22 Jahre) innen mit einem 


3 mm starken Aluminiumblech ausgekleidet war. 
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6. Zählrohr- und Verstärkerprüfung 


Die wegen des begrenzten Auflösungsvermögens von Zählrohr und Verstärker 
notwendigen Korrekturen wurden empirisch durch Messung der Halbwertszeit 


des J (7 = 25,0 Minuten) gefunden. Das aktive Jod wurde aus mit langsamen _ os 
Neutronen bestrahltem Athyljodid abgetrennt (Szilard-Chalmers-Verfahren). 


Die notwendigen Aufwertungen betrugen mit dem Untersetzerverstärker 
(Beta-Zählkreis) bei Zahlung von z. B. 11000 Stößen/Minute 10%, bei 40000/Mi- 


nute 90% der registrierten Teilchenzahl. Daraus ergibt sich, daß zwei Impulse | 


für getrennten Nachweis mindestens einen zeitlichen Abstand vonr=5-10%*sece pi 


haben müssen. Die Aktivität der Präparate wurde stets so eingerichtet, daß 
niemals mehr als 35000/Minute gezählt wurden. 


Korrekturen für die Registrierung im y-Zählkreis waren zu vernachlässigen. 5 


Damit war, um die tatsächliche Anzahl der Koinzidenzen zu kennen, die ge- 24 


messene Koinzidenzzahl nur mit der fiir den Beta-Zählkreis notwendigen pro- 


zentualen Aufwertung zu versehen. Interessiert jedoch für die Auswertung nur 
das Verhältnis Koinzidenzen/Anzahl der nachgewiesenen Beta-Teilchen, so brau- 


chen überhaupt keine Korrekturen angebracht werden, da diese sich wegheben. 


Da die von beiden Zählkreisen in die Rossi-Stufe gegebenen Einzelimpulse oe 


eine endliche Dauer 1’ besitzen, werden 


Z=2N, -N,-t 


zufällige Koinzidenzen in der Zeiteinheit registriert (N, und N, Anzahl der von — a 


den Zählrohren 1 und 2 in der Zeiteinheit gelieferten Impulse). t’ wurde mehr- 
fach zu 1,0 sec bestimmt und ist damit so klein, daß 


eine Korrektur wegen zufälliger Koinzidenzen meist nicht a, T=266d 
notwendig war. er 
Um das einwandfreie Arbeiten des Koinzidenzverstérkers 


zu prüfen, wurden mindestens nach je drei Messungen % Kine 
am Rubidium Kontrollmessungen mit !%Au (7’ = 2,66 Tage) . 
ausgeführt. .Das !#Au zerfällt nach spektrographischen ‘ 
Messungen von Peacock und Wilkinson") unter Aus- 
sendung eines einfachen Betaspektrums in ein angeregtes : 
Niveau von 0,41 MeV des !#Hg (Abb. 4). Nach diesem Bug 
Schema sollte die Anzahl der ß-y-Koinzidenzen unab- ‚pp. 4. Zerfalls- 


hängig von zwischen Beta-Zählrohr und Präparat geschal- schema des Au 


teten Absorbern stets proportional der Zahl der nachge- , nach spektrographi- ? 


wiesenen Beta-Teilchen sein. Das Verhältnis schen Messungen 


Anzahl der registrierten ß-y-Koinzidenzen/Min. K 


Anzahl der registrierten Beta-Teilchen Mn 8 


muß demnach für 108 Au einen festen Wert haben, der nur von der Geometrie 


der Anordnung und nicht von der Aktivität des Präparates oder dem vor das 
Beta-Zählrohr gebrachten Absorber abhängt. Es wurden im Mittel A 


(0,36 + 0,02) - 10-® Koinzidenzen je registriertes Beta-Teilchen gezählt und 


durch Wiederholung dieser Bestimmung konnte die Konstanz der MeBapparatur © 
laufend überprüft werden. Abb.5 gibt einige mit verschiedenen Aluminium- 


1) ©.L. Peacock u. R. G. Wilkinson, Physic. Rev. 74, 297 (1948). 
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Absorbern gefundene Meßpunkte. Die Wandstärke des Beta-Zählrohrs ist, wie 
auch bei den folgenden Kurven, stets in die Absorberdicke einbezogen. 

Zur weiteren Prüfung wurde auf dieselbe Weise der 
Betazerfall des **Cl (7 = 38 Min.) untersucht. Abb. 6 
zeigt das Zerfallsschema nach spektrographischen Messun- 
gen von Langer") und Hole und Siegbahn*), Abb. 7 


I 
1 
fi fi 1 fi Dix: 
SE 02 04 = 08 mmAl 4 j Abb. 6. Zerfalls- 
5. Das Verhältnis — in Abhängigkeit Schema des 
nach spektrogra- 
von der Absorberdicke vor dem Beta-Zähl- phischen Messun- 


rohr beim gen 


wieder das Verhältnis = für ®C] als Funktion der Absorberdicke. Dieses Ver- 


hältnis nimmt mit zunehmender Absorberdicke ab, da z. B. nach vollständiger 
Absorption des energieärmsten Beta- 
spektrums ein 1,60 MeV-Quant nicht 
mehr mit einem Beta-Teilchen koinzi- 
dieren kann. Bei noch weiter steigender 


Absorberdicke geht das Verhältnis 5 


gegen Null, da nach Absorption beider 
weicher Beta-Komponenten überhaupt 
keine Koinzidenzen mit y-Quanten mehr 
auftreten können. Die Meßpunkte zeigen 
also in Übereinstimmung mit dem Zer- 
Ri na: fallsschema die Existenz zweier Partial- 
3 4 mmAl Betaspektren. 
Abb. 7. Das Verhältnis = in Abhängig- 
keit ‚von der Absorberdicke vor dem 
Beta-Zählrohr beim 3%C1 Zunächst wurde die Betastrahlung 
des ®Rb untersucht. Die Absorptions- 
kurve wurde mit Aluminiumabsorbern und dem 0,1-mm-Aluminiumzählrohr 
aufgenommen. Zur Verwendung kam ein dünnes Rb-Präparat von 60 mg/cm’, 


7. Die Maximalenergie der Betastrahlung 


12) L. M. Langer, Physic. Rev. 77, 50 (1950). 
13) N. Hole u. K. Siegbahn, Ark. Mat. Astr. och Fysik, Ser. A, 38, Nr. 9 (1946). 
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K. Geiger: Komplexer Betazerfall beim Rubidium 


um die Absorptionskurve bei niedrigen Energien möglichst wenig zu verfälschen; 
durch die Graphitunterlage wird außerdem die Anzahl der rückgestreuten Elek- 


tronen niedrig gehalten. 
Trotzdem wurde noch eine Umrechnung auf die 3 at 
Schichtdicke Null vorgenommen, x sei die Dicke des 


Aluminiumabsorbers in Zentimetern, ¢ die Schicht- 
dicke des Präparates in Zentimetern Aluminium- 
äquivalent. Die Absorptionskurve für dicke Prä- 
parate I,(z) muß bei gleichbleibender Aktivität 
je Quadratzentimeter unter derjenigen für die Schicht- 
dicke Null /,(x) liegen, und zwar ist ihre Ordinate an 
der Stelle 2 = D gleich dem Mittelwert der J,(zx)- 
Kurve weichen D und D-+t (Abb. 8): 

im ß-strahlenden Präparat 


== J I,( 


Durch Entwickeln von I, erhält man nach Bleuler und Zünti"*) die folgende 
fiir die praktische Anwendung brauchbare Formel: 


t\  # @I,(z)| 


Bei dem hier verwendeten, relativ dünnen Präparat war das Glied, welches die 
zweite Ableitung enthält, wegen seiner Kleinheit zu vernachlässigen. 

Die derart korrigierte Absorptionskurve zeigt Abb. 9, A. Die gemessene 
Kurve würde sich in der Zeichnung kaum davon unterscheiden, ihr Ordinaten- 
wert liegt maximal um 8% höher. 1000 i 
Der Anfangsteil der Kurve, wel- 88 

Rb 
cher wegen der störenden weichen 
Betastrahlung des *Rb (T = 
19,5 Tage) mit einer gewissen 
Unsicherheit behaftet ist, wurde 
mit dem durch einen (n, p)- 
Prozeß nach Ziff. 2 aus ®Sr ge- 
wonnenen ®Rb noch besonders 
überprüft. Die Absorptionskurve \ 
läuft in einen y-Untergrund von | a IN 
0,60% aus, in Abb. 9, Bist dieser a 
Untergrund subtrahiert. Die 10 N 
Kurvenform läßt ein komplexes \\ 
Betaspektrum nicht ohne weiteres 5 N 
erkennen, so daß eine genauere TE 
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Analyse notwendig ist. Untergrund 


Infolge des y-Untergrundes. 
wird leicht eine zu geringe Reich- ; ; 7) 
weite der Betastrahlung vorge- 
täuscht und man findet dieMaxi- app, 9. A: Beta- Absorptionskurve des ®Rb. B: y- 
Untergrund subtrahiert. C: 4,81-MeV-Absorptions- 


M4) E. Bleuler u. W. Zünti, kurve des 3%C] (Abb. 10), Abszissenwert mit 1,08 
Helv. phys. Acta 19, 375 (1946). multipliziert 
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malenergie besser durch Vergleich mit der Absorptionskurve eines Spektrums 


ähnlicher, aber durch spektrographische Messungen genau bekannten Maximal- 
energie, da die Form eines Betaspektrums stark von dieser Energie abhingt), 


sRb aufgenommen. 
2 durch Abtrennung der Aktivität 
(Szilard-Chalmers-Verfahren) 


| sw 
20 N 
x 
IN| IN 
Untergrund 
= 


6 8 mmAl 
Absorberdicke — 
Abb. 10. Beta-Absorptionskurve des **Cl. 
Die 4,81-MeV-Kurve ist durch Subtraktion 
des y-Untergrundes und der beiden phos- 
phorähnlich angenommenen Absorptions- 
kurven der Teilspektren gewonnen 


hatte, ist dagegen gut. 


zusammensetzt. 
erfolgen. 


In diesem Fall ist das 4,81-MeV-Spektrum. des ®®C] besonders geeignet. 

Die Beta-Absorptionskurve des **C] wurde auf die gleiche Weise wie die des 
Ein sehr dünnes Präparat (< 1 mg/cm?) konnte leicht 
aus neutronenbestrahltem Chloroform 
gewonnen werden. 
der beiden weichen Teilspektren, deren Maximalenergien und Intensitäten aus 


Die Absorptionskurven 


dem Zerfallsschema des **C] (Abb. 6) 
bekannt sind, wurden phosphorähnlich 
1,71 MeV, reiner‘ Beta- 
strahler) angenommen und von der ge- 
messenen Absorptionskurve subtrahiert 
(Abb. 10). Damit ergibt sich die Ab- 
sorptionskurveeineseinfachen 4,81 MeV- 
Betaspektrums. Bisher sind keine radio- 
aktiven Atomkerne bekannt, die ein 
einfaches Betaspektrum ähnlich hoher 
Energie aussenden, so daß im Anfangs- 
teil der Kurve eine gewisse Ungenauig- 


h~—-_._ keit durch die subtrahierten Teilspek- 


tren unvermeidbar ist. 

Durch geringe Dehnung (Multipli- 
kation mit dem Faktor 1,08) wird von 
der Absorberdicke 4 mm ab beste 
Übereinstimmung mit der Absorptions- 
kurve des ®Rb erzielt (Abb. 9, B und C) 
und die Beta-Maximalenergie des **Rb 
ergibt sich damit zu ß,= (5,20+ 
0,10) MeV. 

Die Diskrepanz dieses Ergebnisses 
mit demjenign von Glasoe und 
Steigman®), welche nur 4,6 MeV ge- 
funden hatten, kann leicht dadurch er- 


klärt werden, daß die gen. Verff. den Knick bei Einmündung der Absorptions- 
kurve in den Untergrund als Ende der Reichweite festgelegt hatten. Die ° 
Übereinstimmung der vorliegenden Messung mit derjenigen von Weil’), welcher 
mit der verhältnismäßig ungenauen Nebelkammermethode 5,06 MeV gefunden 


Die Differenz der beiden Kurven B und C in Abb. 9 bei geringeren Absorber- 
dicken läßt die Existenz eines weichen Teilspektrums erkennen, so daß die Ab- 
sorptionsversuche darüberhinaus ergeben haben, daß das Betaspektrum des **Rb 
nicht einfach ist, sondern sich aus zwei oder mehr verschiedenen Betaspektren 
Eine weitere Analyse muß durch Koinzidenzuntersuchungen 


8. Koinzidenzuntersuchungen am ®Rubidium 


Das Präparat befand sich, wie in Abb. 2 angedeutet, stets in der Mitte zwischen 
beiden Zählrohren; vor das y-Zählrohr waren zusätzlich 2,5 mm Eisen zur voll-: 
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"ständigen Absorption der Betastrahlung geschaltet. Die y-Strahlung erleidet 


infolge ihrer Härte nur geringe Schwächung. ES 


Vor das Beta-Zählrohr konnten maximal bis 4mm starke Absorberbleche 
gebracht werden. Es wurde nach Möglichkeit Aluminiumblech, wenn dies jedoch 


wegen der erforderlichen Dicke unmöglich war, Eisenblech verwandt und in 
Millimeter Aluminiumäquivalent umgerechnet. 


Die Anzahl der Koinzidenzen wurde wie in Ziff.6 in Abhängigkeit von der 
Absorberdicke vor dem Beta-Zählrohr gemessen. Da die Halbwertszeit des **Rb 
nur 17,8 Minuten beträgt, war für jede Absorberdicke eine gesonderte Aktivierung 
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Abb. 11. Zerfall des ®Rb: Beta- 
Strahlung, y-Strahlung und f-y-Koin- 
zidenzen. Der Ordinatenmaßstab ist 
mit dem bei dem jeweiligen Abfall 
angegebenen Wert zu multiplizieren 


hängigkeit von der Absorberdicke 


- 

5 vor dem Beta-Zahlrohr beim **Rb 


und Messung des Rb-Präparates notwendig. Abb. 11 zeigt die logarithmischen 
Abfallsgeraden fiir die Beta-Strahlung, y-Strahlung und die Koinzidenzen bei 
Verwendung eines Präparates von 350 mg/cm? Flächendichte und ohne vor das 
Beta-Zählrohr geschalteten Absorber. Dabei sind Nulleffekt, Koinzidenznulleffekt, 
die Korrekturen wegen zufälliger Koinzidenzen und das begrenzte Auflösungs- 
vermögen der Anordnung bereits berücksichtigt. Wegen des gleichzeitigen Auf- 
tretens der 19,5-Tage-Aktivität des **Rb ist diese von der gemessenen Beta- 
Aktivität abzuziehen, um einen reinen 17,8-Minuten-Effekt zu erhalten. Die y- 
Strahlung des *Rb ist in Abb. 11 bereits subtrahiert, sie machte nur etwa 
8 Zählstöße/Minute aus; der Einfluß des **Rb auf die Koinzidenzhäufigkeit ist 
zu vernachlässigen. Die sehr weiche Strahlung der natürlichen Aktivität wird 
nicht mitgemessen, da sie die Zählrohrwandung nicht zu durchdringen vermag. 


Abb. 12. Das Verhältnis in 
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Das Auftreten von Koinzidenzen beweist, daß die Betastrahlung tatsächlich 
mit y-Strahlung gekoppelt ist. In Abb. 12 ist das Verhältnis 8-y-Koinzidenzen 
je B-Teilchen als Funktion der Absorberdicke vor dem Beta-Zählrohr aufgetragen 
und es sind nun die gleichen Überlegungen wie für die Abb. 7 anzustellen. Da 


das Verhältnis 5 mit steigender Absorberdicke gegen Null geht, kann man daraus 


entnehmen, daß das 5,2-MeV-Spektrum nicht mit y-Strahlung gekoppelt ist, 
sondern dieser Übergang direkt in den Grundzustand führt. Die Form der Kurve 
ist sehr ähnlich der für das **C] (Abb. 7) gefundenen, d.h., es existieren insge- 
samt drei Betaspektren,, wobei die beiden weicheren von y-Strahlung gefolgt 
werden. 

Eine Auftragung der ß-y-Koinzidenzen je gezähltes y-Quant in Abhängigkeit 
von der Absorberdicke vor dem Betazählrohr ergibt die Absorptionskurve der 


LB 
NA 
| 
2 8 10 _mmAl 
Absorberdicke —= 
_ Abb. 13. A: Das Verhältnis = in Abhängigkeit von Et 
der Absorberdicke vor dem Beta-Zählrohr. B: Unter- 
grund subtrahiert und Zerlegung in zwei phosphor- Abb. 14. Zerfalls- 


ähnliche Absorptionskurven schema des ®Rb 
Teilspektren (Abb. 13, A). Die Meßpunkte sind bereits nach Ziff. 7 Formel I auf 


die Selbstabsorption der Betastrahlung im Präparat korrigiert. Es wurden 
3 Präparatdicken von 60, 350 und 550 mg/cm? benutzt, um einerseits eine evtl. 


ee ir vorhandene weiche Beta-Komponente deutlich hervortreten zu lassen, zum 
a andern um die bei größeren Absorberdicken notwendige Intensität zu erhalten. 
aes Die Meßpunkte schließen sich nach der Korrektion auf Selbstabsorption ohne 
‘a . 
$ weiteres aneinander an, da das aufgetragene Verhältnis h unabhängig von der 


Aktivität des Präparates ist. Abb. 13, A läßt erkennen, daß zwei Teilspektren 
vorhanden sind. Die Kurve läuft in einen Untergrund aus, der auf y-y-Koinzi- 
denzen zurückzuführen ist. Mit den unter Ziff. 10 gefundenen y-Energien ist der 
auftretende Abfall dieses Untergrundes größenordnungsmäßig zu erwarten und 
damit die Anwesenheit einer weiteren Beta-Komponente unwahrscheinlich. Die 


Abb. 12 ist auf die y-y-Koinzidenzen bereits korrigiert. ay oe 4 
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K.Geiger: Komplexer Betazerfall beim ®Rubidium 
hlich In Abb. 13, B ist dieser Untergrund subtrahiert. Die Kurve läßt sich in zwei 
nzen phosphorähnliche Absorptionskurven mit den Maximalenergien , = (3,6+ 0,3) MeV 
‘agen und ß; = (1,8 + 0,2) MeV zerlegen. Die Fehlergrenzen liegen naturgemäß ziemlich 
Da hoch, da die Zerlegung nicht ganz ohne Willkür möglich ist. Es können noch 
‚raus weitere, intensitätsarme Spektren vorhanden sein, doch genügt die Absorptions- 
; methode nicht mehr zu deren Nachweis. 
Ist, Da y-y-Koinzidenzen auftreten, muß ein y-Ubergang in Kaskade vorhanden 
um sein, als einfachstes Zerfallsschema für das ®Rb ist demnach dasjenige der Abb. 14 
18ge- anzunehmen. Ob auch die dritte, gestrichelte y-Linie auftritt, kann erst eine 
folgt genauere Untersuchung der y-Energien zeigen, da es nicht möglich ist aus der 
; Zahl der nachgewiesenen y-y-Koinzidenzen auf ihre tatsächliche Anzahl je Zerfall 
keit zu schließen. Wegen der großen Härte der y-Strahlung werden einige zusätzliche 
der quantitativ schwer erfaßbare Koinzidenzen durch mehrfache Compton-Streuung 
und Paarbildung gezählt. a 
9. Die relativen Intensitäten der drei Betaspektren 
Nach Abb. 13 beträgt das Intensitätsverhältnis der beiden Teilspektren 1:2,5. 
Dies ist jedoch nicht das tatsächliche Verzweigungsverhältnis, und zwar einmal 
wegen des y-Kaskadeniiberganges, zum anderen wegen der energieabhangigen 
y-Nachweisempfindlichkeit von Zählrohren, da die y-Quanten je nach dem 
vorhergehenden Beta- Übergang verschiedene Energie besitzen. Die Zahl der % 
es nachgewiesenen Quanten beträgt bei Vernachlässigung der Absorption in der 
| Wandung je auf das Zählrohr treffende Quant nach v. Droste): 
| e=kyR, 
Ä 4 ist der Absorptionskoeffizient der Wandung für die betreffende y-Strahlung 
und R die Reichweite der entstehenden Sekundärelektronen. k ist ein Geometrie- 
i faktor und bedeutet den in das Innere des Zählrohrs tretenden Anteil der Sekun- 
| därelektronen. Die Formel wurde von verschiedenen Verfassern experimentell 
geprüft, hier sollen die von Maier-Leibnitz!®) gegebenen Werte Verwendung 
| finden. 
Mit dem Zerfallsschema der Abb. 19 und den 3 Beta-Energien sind 3 TER? 
ls. und die folgenden Zählrohrempfindlichkeiten zu erwarten: ot 
x. Nun ist die Summe der SIE für die beiden weichen y- 
Re Komponenten fast gleich der Empfindlichkeit fiir die harte Komponente. Unab- ths 
al hängig davon, ob vom 3,4-MeV-Niveau des *Sr der Grundzustand direkt oder sue 
in einem Kaskadeniibergang erreicht wird, werden mit ausreichender Genauigkeit Wx > 
ler nach einem 1,8-MeV-Beta-Ubergang im Mittel dié gleiche Zahl y-Quanten nach- ae 
en gewiesen, und zwar mit einer Nachweiswahrscheinlichkeit von » 2,2%. Damit Re 
zi- errechnet sich das Verzweigungsverhältnis der Teilspektren zu = 
15) G. v. Droste, Z. Physik 100, 529 (1936). 
16) H. Maier-Leibnitz, Z. Naturforschg. 1, 243 (1946). x 
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Mit dem bei der Aufnahme der gewöhnlichen Beta-Absorptionskurve (Abb. 9, A) 
gefundenen y-Untergrund von 0,60% und den bekannten Zählrohrempfindlich- 
keiten oder mit Zugrundelegung der Differenz der beiden Kurven C und B der 


Abb. 9 ergibt sich in abgerundeten Zahlen ein Verzweigungsverhältnis für alle 
drei Beta-Spektren von 


' Untersuchung der y-Strahlung 


Da, wie bereits erwähnt, y-Absorptionsmessungen bei Energien über 1,5 MeV 
unzuverlässig werden, wurde mittels der von Bothe und Kolhérster?”) erst- 
mals verwendeten Koinzidenzmethode die Absorptionskurve der durch die y- 
Strahlung ausgelösten Sekundärelektronen ermittelt. Abb. 15 zeigt die ver- 
wendete Anordnung, welche sich während der Messung in einem Bleigehäuse 
befand. Die Zählrohre sind zum Schutz vor Streuelek- 
tronen ganz mit Aluminiumplatten von lcm Stärke 
bis auf einen Schlitz für die Absorberbleche umgeben. 
In die Tasche 7’ wird das Präparat eingebracht und 
die Aluminiumplatte bei $ dient zur Absorption der 

Betastrahlung des Präparates und gleichzeitig als 
Sekundärstrahler. Hier und in der Zählrohrwandung 
ZR-Halterungen cs Pexigles lést die y-Strahlung Photo- und Comptonelektronen 
Abb. 15. Koinzidenzanord- U8, welche bei Durchgang durch die beiden 0,1-mm- 
nung zur Bestimmung der Aluminiumzählrohre als Koinzidenz gezählt werden. 

y-Energie Durch Einschalten von Absorberblechen zwischen 
beide Zählrohre kann die Absorptionskurve der Sekun- 
därelektronen aufgenommen werden. Wenn der Absorber so dick ist, daß er 
keine Sekundärelektronen mehr hindurchläßt, sollten keine Koinzidenzen mehr 
gezählt werden. Tatsächlich ist dies jedoch nicht der Fall, da ein y-Quant mehr- 
fache Compton-Streuung erleiden und daher gleichzeitig von beiden Zählrohren 
nachgewiesen werden kann. Darüber hinaus treten beim ®Rb koinzidierende 
y-Quanten auf. So erhält man einen Untergrund von etwa 0,6% und es war daher 
und aus Intensitätsgründen nicht möglich, die maximale Reichweite der Sekun- 
därelektronen mit ausreichender Genauigkeit zu bestimmen. Es wurde daher 
aus der Form der Absorptionskurve auf die y-Energie geschlossen, und zwar nach 
einem neueren, von Bleuler und Zünti!*) angegebenen Verfahren. Diejenige 
Absorberdicke, die die Koinzidenzhäufigkeit auf den 2”-ten Teil herabsetzt, 
wird mit d, bezeichnet. Die Verff. haben ein Diagramm berechnet und experi- 
mentell geprüft, aus dem für entsprechende d,-Werte die y-Energien zu entnehmen 
sind. Mit d, ansteigende E,-Werte deuten dann auf mehrere y-Linien hin. 


Zur Prüfung des Diagramms wurde eine Messung an der durch 5cm Blei 
gefilterten y-Strahlung des RdTh im radioaktiven Gleichgewicht mit seinen 
Zerfallsprodukten ausgeführt. Man erhält so eine Absorptionskurve für die Sekun- 
därelektronen der ThC’’-Linie mit E,= 2,64 MeV (Abb. 16). Die zu. den d,- 
Werten nach Bleuler und Zünti gehörenden y-Energien sind mit in Abb. 16 
aufgeführt. Bis auf den d,-Wert, welcher wohl etwas von der Geometrie abhängt, 


17) W. Bothe u. W.Kolhörster, Naturwiss. 17, 271 (1929). eh 
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besteht eine ganz ausgezeichnete Ubereinstimmung. Fiir die folgende Auswertung 
beim **Rb wurde der d,-Wert entsprechend korrigiert. 

Abb. 17 zeigt die Absorptionskurve für die Sekundärelektronen der y-Strahlung 


Komponente vorhanden ist. Innerhalb der Fehlergrenzen läßt sich die Kurve 


des ®Rb. Der Vergleich mit Abb. 16 macht sofort deutlich, daß eine starke weiche 


Abb. 16. Absorptionskurve für 
die Sekundärelektronen der 2,64- 
MeV-y-Linie des ThC” 
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Abb. 17. Absorptionskurve fiir 
die Sekundärelektronen der y- 
Strahlung des *Rb 


Abb. 18. Endgül- 
tiges Zerfalls- 
schema des ®Rb 


in zwei Komponenten mit y, = 3,0 MeV und 9, = 1,7 MeV zerlegen. Unter 
Berücksichtigung der y-Empfindlichkeit eines Aluminiumzählrohres ergibt sich 
für das Intensitätsverhältnis 


= 1:10. 


Die beschränkte Genauigkeit in der Zerlegung führt auf einen relativen Fehler 
in der Energiebestimmung von etwa + 10% und läßt naturgemäß die Existenz 
von drei y-Linien nicht erkennen. Jedoch ist gute Übereinstimmung mit den 
drei aus den Beta-Energien der Teilspektren entnommenen y-Linien von 3,4, 1,8 
und 1,6 MeV vorhanden. Damit ist bewiesen, daß auch der direkte y-Übergang 
vom energiereichsten Niveau des ®Sr in den Grundzustand vorkommt (Abb. 14, 
gestrichelter Übergang). Abb. 18 zeigt das vollständige Zerfallsschema des **Rb, 
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erfordert. 


die hier ausgeführten Messungen weitgehend gestützt. 


dieser Arbeit und sein ständiges Interesse. 


Mainz, Max-Planck-Institut für Chemie. __ 
£ Pee (Bei der Redaktion eingegangen am 17. Juli 1951.) ur a 


Gove 
ar 


wobei diejenigen y-Linien eingetragen sind, welche das komplexe Beta-Spektrum 


Nach Abschluß dieser Arbeit wurde eine Untersuchung des Zerfalls des ®Rb 
mit einem magnetischen Linsenspektrometer von Bunker, Langer und 
Moffat!®) veröffentlicht. Die Verff. haben das Betaspektrum in drei Kompo- 
nenten zerlegen können, fanden drei y-Linien und kamen innerhalb der Fehler- 
grenzen auf die hier vorliegenden Resultate. Koinzidenzen wurden jedoch nicht 
untersucht. Das von den gen. Verff. publizierte Zerfallsschema wird durch 


= Herrn Privatdozent Dr. A. Flammersfeld danke ich für die Anregung zu 


= 18) M. E. Bunker, L. M. Langer u. R. J.D. Moffat, Physic. Rev. 81, 30 (1951). 
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Das Impulsintegral, 
ein Gegenstück zum Duhamelschen Stoßintegral a tie 
Von R.Lueg, M. Päsler und W. Reichardt 
_Greift in ein lineares System eine zeitlich veränderliche Störung S(t) ein und Be 
ist G eine dem System angehörige, auf S(t) ansprechende Koordinate (System- — 33 
größe), so läßt sich die durch S(t) verursachte Zeitabhängigkeit @(t) bekanntlich _ Br 


durch das Duhamelsche Integral (1) ausdrücken. Sein Integrand besteht aus _ 
zwei Faktoren, dessen einer die erzwingende Störung S ist, während die physi- 
kalische Bedeutung des anderen Faktors diejenige spezielle Zeitabhängigkeit dar- 
stellt, die@ unter dem Einfluß einer Störung vom Charakter einer Einheitssprung- 
funktion (2) ausführt. Es wird nachstehend gezeigt, daß eine durch das Du- ~- 
hamelsche Integral darstellbare Abhängigkeit @(t) gleichwertig auch durch den | 
formal einfacheren Ausdruck (31) beschrieben werden kann, dessen Integrand 

sich von dem des Duhamelschen Integrals insofern unterscheidet, als an Stelle ee 
der Wirkung der Sprungfunktion (Einheitsstoß) nun die Wirkungeiner 6-Funktion = 
(Nadelimpuls) steht. Aus diesem Grunde wurde als Gegenstück zum Duhamel- | ct oe 
schen Stoßintegral (1) der ihm gleichwertige Ausdruck (31) als Impulsintegral — = y 


A 


bezeichnet. Er ist die einfachste Form von beliebig vielen anderen Darstellungs- ee 
möglichkeiten, die man fiir,die durch die Störung S(t) erzwungene Systemgröße = 
G(t) angeben kann. Bei Darstellung von G(t) als Impulsintegral — und nur dann— 
wird dessen Fourier-Spektrum ein besonders einfacher Ausdruck, der einer 
anschaulichen spektralen Deutung fähig ist, worauf abschließend re 
wird (Multiplikationssatz der Spektren). 


Es sei S(t) eine von der Zeit t abhängige Störung, die in einem Zeitpunkt 
t=1,in ein System eingreife und von da ab eine diesem angehörige Koordinate __ 
(Systemgröße) G beeinflusse. Fragt man, welche Wirkung S(t) an der System- __ 
größe G hervorruft, d.h. welche Zeitabhängigkeit G(t) durch 8 bedingt wird, = 
so kann darauf allgemein geantwortet werden, wenn insbesondere ein System = 
mit linearem Charakter vorliegt. Das ist bekanntlich ein solches, bei dem Ur- 
sache und Wirkung sowie die einzelnen Systemgıößen untereinander durch 
lineare Beziehungen (gewöhnliche oder partielle Differentialgleichungen) mit- 
einander verknüpft sind. Die Theorie der linearen Systeme zeigt dann, daß die 
gesuchte, von S(t) verursachte Wirkung @(t), wenn der Zeitpunkt i,, in dem S(t) 
zu wirken beginnt, zum Anfangspunkt der Zeitzählung gewählt wird, also ty) = 0 | 
ist, durch den als Duhamelsches — bekannten Ausdruck oy oie 


(x) S(t —t) dt 


ım 
nd 
0- 
er- 
ht 
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zu 
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gegeben wird!). Die im Integranden auftretende, noch nicht erklärte Funktion J, 
bedeutet dabei diejenige spezielle Zeitabhängigkeit, die dieselbe Systemgröße @ rn 
aufweist, wenn sie allein unter dem Einfluß einer Störung vom Charakter einer 
_ Einheitssprungfunktion ¢(t) steht, wobei unter dieser bekanntlich eine Funktion 
verstanden wird, die durch 
b> ty I 
e(t—t,.) = _ für (2) mal: 
definiert ist (Abb. 1). In der Tat ergibt sich aus Gl. (1) mit S=e fir@G=TJ, neh 
Der wesentliche Inhalt des Duhamelschen Integralausdrucks ist es also, daß er rg 
BR den Einfluß einer nach ihrem Einsetzen sich zeitlich beliebig ändernden $tö- gi 
a _ rung S(t) in einfacher Weise aus der Kenntnis des Einflusses eines Einheitsstoßes Br. 
zu berechnen gestattet. Man nennt 
daher Gl. (1) auch (Duhamelsches) 
Der Zweck der nachfolgenden Aus- Er 
4 ‚t führungen soll es sein, zu zeigen, daß die. 
sich für den durch S(t) erzwungenen daß 
R Zeitverlauf @(t) eine der GI. (1) ähn- > 4 
r liche Darstellung angeben läßt, die vo 
to ¢ sich von dieser dadurch unterscheidet, En 
N Abb. 1. Verlauf der Einheitssprungfunktion daß — neben einer durch den Fortfall - 4 
ER e(t — t)) (Einheitsstoß) der Differentiation entstehenden Ver- ~ 
einfachung — nun insbesondere an 
Stelle der Wirkung I‘, ‘hervangutien durch den Einheitsstoß, diejenige Wir- 
kung steht, die eine Störung vom Charakter der ö-Funktion verursacht. heit] 
Um dies nachzuweisen, gehen wir von der die (durch S bedingte) Zeitabhängig- und 
keit der SystemgréBe G beschreibenden Differentialgleichung aus. Diese muß der | 
wegen der vorausgesetzten Linearität des Systems eine lineare Differential- 
gleichung sein, also die Form haben: soe 
4 
m, m—1 n itt 
und ist, wenn S(t) zur Zeit t = 0 eingreift, gültig für ¢ >0. Die Ordnungszalıl n 


der Differentialgleichung (3) und die in ihr auftretenden konstanten Koeffizienten Zu i 
cy (vy = 0,1,2,...n) hängen von dem physikalischen Charakter (der Struktur“) gehe 
des jeweilig vorliegenden Systems ab. Die für t = 0 gültigen Anfangsbedingungen die | 


seien 
G(0) = Gy, G’ (0) = ..., EM (0) = am). (4) 
u. 

Zu der angekündigten Darstellung von @(t) gelangt man nun sehr schnell, indem OR . 
man die Differentialgleichung (3) mit Hilfe der Laplace-Transformation’) MP 
(nachstehend stets mit LT abgekürzt) integriert. Unter dieser versteht man (195 
bekanntlich die Zuordnung einer ‚„Unterfunktion“ f(p) zu einer — bekannten A | 
lon 


1) Vgl. hierzu etwa K.W. Wagner: Operatorenrechnung und Laplace-Trans 
formation. 8S. 12ff. J. A. Barth, Leipzig, 1950. 
2) Vgl. hierzu etwa G. Doetsch: Theorie u. Anwendung der Laplace-Transfor- 
mation. -J. Springer, Berlin, 1937. funk 


a 
r 


siner 
‘tion 
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i oder unbekannten — Funktion F(t) (,,Oberfunktion“) mittels der Beziehung 8) 4) 


= L = J F(t) dt. (5) 


Das Rechnen mit Unterfunktionen anstatt mit Oberfunktionen bringt oft- 
mals erhebliche Vereinfachungen mit sich, was insbesondere bei der Lösung 
(gewöhnlicher oder partieller, nicht notwendig linearer) Differentialgleichungen 
der Fall ist®). Dies hat seinen Grund in der Tatsache, daß die Integraltransfor- 
mation (5) die Eigenart besitzt, an einer Oberfunktion F(t) ausgeführte, also 
auf die „Oberbereichvariable‘“ t bezügliche Rechenoperationen (Rechnen im 
„Oberbereich‘‘) in ganz bestimmter Weise an der zu F(t) gehörigen Unterfunktion 
f(p) widerzuspiegeln, und zwar gänzlich unabhängig davon, wie F(t) gestaltet ist. 
Dies bedeutet, daß eine zwischen zwei Oberfunktionen F\,(t) und F,(t) bestehende 
Verknüpfung durch die LT nicht zerstört wird: auch zwischen den zugehörigen 
Unterfunktionen besteht dann ebenfalls eine gewisse Beziehung, die natürlich 
im allgemeinen nicht dieselbe ist, welche ursprünglich F, mit F, verband®). Für 
die Anwendungen der LT besonders bedeutungsvoll ist wohl die (spezielle) Regel, 
daß zwei Oberfunktionen, deren eine der Differentialquotient (nach der Ober- 
variablen ¢) der anderen ist, Unterfunktionen besitzen, von denen die eine im 
wesentlichen durch Multiplikation mit der Untervariablen p aus der anderen 
hervorgeht. Die Oberbereichoperation ‚Differentiation“ wird durch die LT im 
Unterbereich als die elementare Operation „Multiplikation“ abgebildet”). Dies 
geht unmittelbar aus der Definitionsgleichung (5) hervor, aus der, wenn man in 


3) Die durch Gl. (5) gegebene Definition der LT wird in der Literatur nicht ein- 
heitlich verwendet, denn manche Autoren (z.B. K.W. Wagner: Operatorenrechnung 
und Laplace-Transformation, S.38, J. A. Barth, Leipzig, 1950, H. Ertel: Elemente 
der Operatorenrechnung, S. 81, J. Springer, Berlin, 1940, u. a.) definieren 


oo 
Hp) = {FO} =p J (5a) 
4) Wir vermerken die an späterer Stelle benötigte, zu Gl. (5) „inverse‘“ Formel, 
mittels der die Oberfunktion Ft). durch ihre Unterfunktion f(p) ne werden 
kann. Die fragliche Beziehung lautet 


F(t) = 2+ {f(p)} = Ini t(p) dp. 
>00 c- 


Zu integrieren ist in der komplexen p-Ebene längs einer durch den Abszissenpunkt c 
gehenden Parallelen zur imaginären Achse, wobei c dadurch definiert ist, daß für |p| > c 
f(p) keine Singularitäten besitzt. Näheres hierzu vgl. G. Doetsch, 
.c., Kap. 6. 

5) Man vgl. hierzu etwa die nachstehend genannten, der Anwendung der Laplace- 
Transformation auf wellenmechanische Probleme gewidmeten Arbeiten: H. Kallmann 
u. M. Päsler, Ann. Physik (6) 2, 292 (1948); Ann. Physik (6) 2, 305 (1948); Ann. Physik 
(6) 4, 90 (1948); Ann. Physik (6) 4, 46 (1948); Ann. Physik (6) 8, 305 (1948); Phys. 
Blätter 5, 57 (1949); M. Päsler, Ann. Physik (6) 6, 365 (1949); H. Kallmann u. 
et, Z. Physik 126, 734 (1949); Z. Physik 126, 749 (1949); Z. Physik 128, 347 

0). 

6) Eine umfangreiche’Zusammenstellung derartiger „Korrespondenzen‘“ von Opera- 
tionen findet man in G. Doetsch: Tabellen zur Laplace-Transformation, S. 75ff., 
1947. Springer-Verlag, Berlin. : 

?) Diese Abbildung ist übrigens reziprok, denn es gilt auch umgekehrt: einmalige 
Differentiation einer Unterfunktion f(p) nach der (Unter-)Variablen p bedeutet im Ober- 
bereich — bis auf ein Vorzeichenwechsel — Multiplikation der zu Ko) gehörigen Ober- 
funktion 2-1 {f(p)} = F(t) mit der Obervariablen t. 


Ann. Physik. 6. Folge. Bd. 9 
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ihr F(t) durch = ersetzt, durch rae Integration sofort die Beziehung 


folgt, wobei F(0) der Wert der Oberfunktion für t = 0 ist ERROR Durch 
n- ang Durchführung dieses Schrittes erhält man die allgemeinere Formel 


| = p" f(p) — + F’(0) + + + Fin-2(0)} 

= p" f(p) — FOO). 
3 Hierin sind F(%)(0) mi = 0,1---n—1) die Werte der k-ten Ableitung von F für 


t= 0. Mit Hilfe der Kortespondenz (7) werden die einzelnen Glieder der Diffe- 
Spas rentialgleichung (3) in den ,,Unterbereich“ transformiert. Bevor dies getan wird, 
sei aber noch eine zweite, später benötigte Q-Beziehung angegeben, die als ,,Fal- 


ES tungssatz‘‘ bekannt ist. Dieser besagt: Sind von zwei (voneinander unabhängigen) 
SORES Oberfunktionen F,(t) und F,(¢) die ihnen korrespondierenden | Unterfunktionen 
f,(p) und f,(p) bekannt: 

3 N so gehört zu ihrem Produkt f,(p) - f2(p) eine Oberfunktion F(t), die sich mittels 
der ursprünglichen Funktionen F,(t) und F,(t) durch das „Faltungsintegral“ 
= 

FW) = {h(p) - 

2 

= fF, (¢ —t) F(z) FW) +P 
Be _ ausdrücken läßt®)°). Wir bemerken, daß das durch Gl. (1) gegebene Duhamel- 
BIER sche Stoßintegral vom Faltungstyp ist und können nun die eingangs aufgestellte 


Behauptung dahingehend formulieren, daß es durch ein anderes, und zwar ein- 
facheres Faltungsintegral ersetzt werden kann. 


Zu diesem Zweck wenden wir die LT Gl. (5) auf die Differentialgleichung (3) 
an, was nach dem Vorstehenden bedeutet, daß jeder auf der linken Seite von 
Gl. (3) stehende Differentialquotient gemäß Gl. (7) zu ersetzen ist. Dabei über- 
nimmt auf der linken Seite von Gl. (3) die Rolle der in der Definitionsgleichung (5) 
stehenden beliebigen Funktion F(t) die (unbekannte, zu ermittelnde) Funktion 
G(t), auf der rechten Seite die (bekannte) Störung S(t). Bezeichnet man die 
entsprechenden Unterfunktionen mit ER 


2 {G(t)} = g(p) und {S()} = s(p), (11) 


8) Vgl. hierzu etwa G. Doetsch: 1. c. S. 161. 
9) Auch diese „Faltung im Oberbereich* ist reziprok, da sich die Unterfunktion 
&{F,-F,} in ähnlicher Weise durch ein „komplexes“. Faltungsintegral aus f, und f 
berechnen läßt. Vgl. hierzu G. Doetsch: 1. c. S. 167ff. 
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so wird aus Gl. (3) nach Ausführung der LT: ik jee | 
n n v-1 
Sep =s(p) + Spr (12) 
v=0 u=0 
Hieraus ergibt sich sofort als Lösung im Unterbereich be ret 
s( ) ~ 0) 
Wir setzen zur Abkiirzung fiir die Unterfunktion ee 


Ar 
n v-1 


»=O04=0 
und nennen die zu ihr gehörige Oberfunktion ASA gen ore 
{9,(p)} = G,(t)). (15) 
(16) 
geschrieben, deren Oberfunktion 7'(t) heiße: eet 
Damit schreibt sich Gl. (13) 
9(p) = s{p) + 9,(p) - (18) 


Wir nehmen zunächst an, daß sich das System vor Einwirkung von S(t) im 
„Buhe“zustand befinde, d.h. daß für die Systemgröße @(t) einschließlich ihrer 
Ableitungen G)(t) für t = 0 gelte: 


Für diesen Sonderfall wird aus Gl. (13) bzw. Gl. (18) peek 
g(p) = s(p) - (Pp). (20) 


Daraus folgt fiir die gesuchte, durch S(t) verursachte Zeitabhängigkeit @(t), 
indem man von der Rechenregel (10) Gebrauch macht, 


t 
Git) = f dr = SH Ft) 
0 


AX 


als Lösung für Gl. (3). ae 

Von den beiden im Integranden von (21) auftretenden Faktoren ist S(t) (als 
Störung) bekannt, hingegen ist die physikalische Bedeutung von /'(t) noch un- 
bekannt und es gilt, diese zu ermitteln. Hierzu verhilft Gl. (20). Denn aus dieser 
ist zu erkennen, daß die Unterfunktion y(p) ein Sonderfall der Unterfunktion 
g(p) werden kann und damit ist auch /'(t) ein Sonderfall von@(t), und zwar dann, 


10) Der Index f deutet auf ‚„freie‘‘ Bewegung hin, im Gegensatz zu der durch S(t) 
erzwungenen, s. dazu w. u. 
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Br: wenn diejenige spezielle Störung S(t) wirkt, deren LT VER 
{S(O} 


ist. Dann ist in der Tat, wenn das dadurch erzeugte g mit y, bezeichnet wird, 


9 (Pp) = yı(P) (23) 
oder als Oberfunktionen geschrieben !!) 


Die spezielle Störung Ss (t) selbst, die Is erzwingt, ist nach Gl. (22) durch 


gegeben. Zur Ermittlung von S(t) dient die auf S. 309 in der Fußnote 4) vermerkte 
Umkehrformel (5b). Danach ist 


21 5(p)} = FF; lim f 8(p) ertdp (26) 


Weil f(p) =1 in der rechten Halbebene keine Singularitäten besitzt, ist hier 
¢ = 0 zu setzen und man erhält mit p= 2272 aus Gl. (27) I gaging 


2-1 {1} = lim f e? ritz dy. ais (28) 


A>o-A 


Das ist aber die bekannte Fourier-Darstellung der ö-Funktion!?), so daß die 
gesuchte spezielle Störung durch 
0 t+0 
S(t) = 2° 11} = = fiir 29 
(2) 


O+e 


wird, mit beliebig kleinem & > 0. ara Eh 
Als Ergebnis läßt sich also sagen, daß die durch Gl. (16/17) definierte Funktion 
I(t) das zeitliche Verhalten der Systemgröße @ darstellt, wenn diese allein unter 


11) Weswegen beim Übergang vom Unter- zum Oberbereich der Index 1 in ö ge- 
ändert wurde, wird gleich zu erkennen sein. 

12) Vgl. etwa E:Madelung: Math. Hilfsmittel d. Physiker. S.19. J. Springer, 
Berlin, 1950. 

18) Das Ergebnis (29), durch ausschließlich im Unterbereich durchgeführte Uber- 
legungen gefunden, kann auch durch Betrachtungen im Oberbereich hergeleitet werden, 
etwa indem man von Gl. (21) ausgeht und versucht, /'(t) als die von einer speziellen 
Störung S(t) verursachte Wirkung zu deuten. Offensichtlich ist jedoch dieser (durch 
den Oberbereich führende) Weg zur Ermittlung der Bedeutung von /(t), verglichen mit 
dem vorstehenden, insofern weniger elegant, als jetzt bereits /’(t) der Charakter einer 
Wirkung zugeschrieben wird, während er sich vorher zwangsläufig als solcher erwies. 


S(t) = 2 {5(p)} = {1} (25) 
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dem Einfluß einer Störung vom Charakter einer 6-Funktion steht™). Bezeichnet 
man, wie bereits in Gl. (24) eingeführt, die durch sie hervorgerufene spezielle 


(22) eitabhängigkeit von @ mit J’3, so wird damit schließlich aus Gl. (21) 

| 

G(t) = f Take) dt = # Sit). (31) 
0 


Damit ist die eingangs gestellte Behauptung bewiesen: Die von einer im 

(24) Zeitpunkt t= 0 in ein lineares System eingreifenden Störung S(t) hervorge- 

rufene Wirkung an einer Systemgröße @ läßt sich durch Faltung aus S und I’, 

darstellen, wobei J"s jenes Verhalten ist, das @ unter dem speziellen Einfluß eines 

(25) Nadelimpulses (6-Funktion) aufweist. Diese — formelmäßig durch (31) gegebene — 

Darstellung von G ist gleichwertig mit dem Duhamelschen Stoßintegral (1), nach 

erkte dem@ der zeitliche Differentialquotient der Faltung von S mit I’, ist, wobei I’, das 

Verhalten von @ unter den speziellen Einfluß eines Einheitsstoßes beschreibt. 

Ein zeitlicher Verlauf, der in Form des Stoßintegrals (1) dargestellt werden kann, 

(26) läßt sich auch durch das ,,[mpulsintegral‘ (31) beschreiben (s. dazu noch weiter 

unten). Dieses ist gegenüber jenem insofern etwas einfacher, als keine Diffe- 
rentiation des Faltungsproduktes mehr notwendig ist, wie es (1) verlangt. 

(27) Das vorstehende Ergebnis erfährt keine grundsätzliche Änderung, wenn die 

zu seiner Herleitung gemachte Voraussetzung (4), d.i. die Annahme eines an- 

fänglichen Ruhezustandes der Koordinate @, fallen gelassen wird. Es ist dann 


hier 
statt Gl. (20) die allgemeinere Gl. (18) gültig, d.h. es gilt, wenn man diese x 
— wiederum unter Benutzung von Gl. (10) — in den Oberbereich zurücktrans- 
(28) formiert, statt (31) jetzt die um ein Zusatzglied erweiterte Darstellung 
t t 
A(t) = f Tote) St — de + f G,(t — 1) de (32) 
1e 0 0 
4 +15 *G,=I 5 * (S + G,) (33) 
(29) =G6,+ 4,. 
; ‘Diese Gleichung bringt zum Ausdruck, daß bei nicht verschwindenden Anfangs- 
ınt- 


werten sich dem durch das Impulsintegral @, = S(t) * I’g(t) ausgedrückten Zu- 
stand G, ein zweiter, ebenfalls durch ein Faltungsintegral gegebener Zustand 
= I's * G, überlagert, der naturgemäß von den Anfangswerten G,, - 
30) abhängt. Durch diesen zweiten Term @, — der die den Vorgang @(t) verursachende 
Störung S(t) nicht enthält — wird der ,,freie‘‘ Anteil!5) des zeitabhängigen Ver- 
laufs der Größe @(t) dargestellt. Demgegenüber beschreibt der erste Teil G,, 
ion d.i. das Impulsintegral, den (durch S) ,,erzwungenen“ Anteil von @{t). 

ter Ebenso wie für diesen die beiden Darstellungen, entweder als Impulsintegral 
(31) oder als Stoßintegral (1) möglich sind, gilt gleiches für den durch 


ge- 
t 
er, G,(t) = f Tate) (34) 
0 
er- 
a 14) Ihrer Eigenart wegen, nur in einem einzigen Zeit,,punkt“ (¢ = 0) zu wirken, 
ben bezeichnet man sie auch als „Zackenfunktion“. [A. Sommerfeld, vgl. Jahresber. d. 


‚ch Deutschen Math. Vereinigung 21, 312 (1912)] oder spricht von „Nadelimpulsen“ 
° [M. Päsler, Frequenz 2, 322 (1948), M. Päsler u. W. Reichardt, desgl. 4, 211 (1950)]. 

15) Wird z. B. durch @(t) ein Schwingungsvorgang beschrieben, so ist @, die Eigen- 
schwingung. 
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t 
= f Teo (t) -G,(t —t) dt 


geschrieben werden heen. Dieser Ausdruck ist auf der rechten Seite von Gl. (1) 
‚hinzuzufügen, falls nichtverschwindende Anfangswerte @(*) vorliegen. 

Wenn im Anschluß an Gl. (31) bemerkt wurde, daß ein durch das Duhamel- 
sche Integral (1) darstellbarer Vorgang @(t) auch in Form des Impulsintegrals (31) 
gleichwertig wiedergegeben werden kann (und umgekehrt), so ist dies insofern 
Ee eine zu enge Aussage, als noch weitere (und zwar beliebig viel andere) gleich- 
_ wertige Darstellungsmöglichkeiten existieren!*), von denen aber die durch das 
Impulsintegral gegebene Form (31) die formal einfachste ist. Dies gilt nicht 
nur für @(t) selbst, sondern auch für seine LT. Der Übergang von einer Dar- 
stellung von G(t) zu einer gleichwertig anderen — etwa von der Form des Impuls- 
integrals (31) zum Duhamelschen Integral (1) — hat auch eine andere Form 
von g(p) zur Folge, wobei natürlich die Bedeutung der einzelnen dann auftre- 
tenden Glieder sich ebenfalls ändert. Bleibt man bei der Darstellung von G(t) 
durch das Impulsintegral (31), so ist deren LT durch Gl. (20) gegeben, die, wenn 
darin gemäß der eingeführten Bezeichnung statt y=Y Bun wird, die ein- 


Es ist nun méglich, ame Gleichung anschaulich zu deuten, wozu folgende 
Bemerkung verhilft. Setzt man in der Definitionsgleichung (5) fiir die LT einer 
Funktion F(t) für p=tw, so wird 


{(P)p=io = Arlo) = J 


Dieser Ausdruck kann im Sinne des Fourierschen Integraltheorems als das 
zu F(t) gehörige „Amplitudenspektrum‘‘ Ay(w) angesehen werden’), wenn F{f) 
fiir alle Werte von t< 0 verschwindet. Da die in den vorhergehenden Betrach- 

; tungen vorkommenden Funktionen (etwa S, G, I’ usw.) die eben genannte Eigen- 

schaft haben, so sind die zu ihnen gehörenden Unterfunktionen, wenn darin 

 p=iow gesetzt wird, die entsprechenden Amplitudenspektren. Demnach drückt 

z.B. die invers geschriebene Gl. (29) 


= 1 (38) 
die bekannte Tatsache aus, daß die 6-Funktion das Amplitudenspektrum 


Ag(w) = 1 hat, d.h. daß ein Nadelimpuls aus Partialschwingungen aufgebaut 
ist, bei denen jede Frequenz mit dem gleichen ‚Gewicht‘ 1 vorkommt. 


16) Darüber soll in einer weiteren Mitteilung berichtet werden. AS 
17) Durch A,(w) kann a a F(t)in der Form 
Fr = Arlo) dw (37a) 
7 
ausgedrückt werden oder, indem io = p wird, 
1 +0 2 
FO = = (37b) 
Das ist das ,,Umkehrintegral von K.W. Wagner, Fußnote 4 
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R. Lueg, M. Päsler u. W. Reichardt: Das Impulsintegral 


Wirkt nun eine derartige ‚‚Nadel‘ auf ein lineares System ein und verursacht 
in diesem einen bestimmten Vorgang J"s(t), dessen LT die „Übergangsfunktion‘““ 
(17/16) des Systems ist, so ist das Fouriersche Amplitudenspektrum von J" 


durch 
Ar,(o) = 2 = YılPa=io (39) 


gegeben. Wirkt jedoch statt der ö-Funktion eine nach dem Gesetz S(t) verlau- 
fende Störung, so hat diese nach (31) die Wirkung G = S # I‘, zur Folge, deren 
Spektrum die dazu gehörige LT, Gl. (32), mit p= tw, also 


As = [s(p) (40) 
ist. Diese Beziehung sagt aus, daß sich das Spektrum von G(t) durch gewöhnliche 
Multiplikation der Spektren s und y, ergibt. Mit anderen Worten: Um das Spek- 
trum einer von einer Störung S(t) hervorgerufenen Wirkung @(t) zu finden, hat 
man das Spektrum s(w) der Störung S(t) mit dem Spektrum y,(w) von I’; zu 
multiplizieren, wobei letzteres das Spektrum der Wirkung I's(t) ist, die im glei- 
chen System yon einer ö-Funktion verursacht wird. Da deren (kontinuierlich 
aufeinanderfolgende) Fourierkomponenten alle das gleiche Gewicht 1 haben, 
kann der vorstehende Sachverhalt auch (unmittelbar anschaulich) so ausge- 
sprochen werden: Tritt in einer Störung S(t) eine „Störfrequenz“ w mit dem 
Gewicht s(@) auf, so hat in der von S bedingten Wirkung @ deren Fouriersche 
Partialschwingung mit der gleichen Frequenz @ ein s-mal größeres Gewicht, 
als wenn die Störfrequenz mit dem Gewicht 1 gewirkt hätte. Zu dieser Aussage, 
deren erste Fassung vielleicht ,,Multiplikationssatz der Spektren‘ genannt werden 
könnte, gelangt man ersichtlich nur dann, wenn man G(t) in der Form (31), also 
als Impulsintegral, darstellt, denn dieses — und nur dieses — hat als Unterfunk- 
tion (die mit p=iw das Spektrum darstellt) die einfache, aus zwei Faktoren 
bestehende Form (40). Jede andere Darstellung von @(t), etwa durch das Du- 
hamelsche Integral, ändert die Unterfunktion und damit das Spektrum in solcher 
Weise, daß eine: wie eben gegebene Interpretation nicht mehr möglich ist. 

Vorstehendes gilt wiederum nur unter der Voraussetzung, daß die Anfangs- 
werte G”) 0 sind. Verschwinden sie nicht mehr, so ist das Spektrum des 
dann von S(t) hervorgerufenen Vorgangs G(t) durch Gl. (18) gegeben, wenn darin 
p durch i w ersetzt wird. Dann besagt diese Beziehung, daß das Spektrum g(w) 
sich additiv aus den Spektren des erzwungenen und des freien Anteils zusammen- 
setzt. Dabei gilt für das Spektrum des letzteren wiederum ein Multiplikations- . 
gesetz wie für das Spektrum des erzwungenen Teils von G, nur daß nun an Stelle 
des Spektrums der Störung dasjenige des freien Anteils — gs(p)p =i. — eingeht. 


Berlin-Charlottenburg, Technische Universität, Lehrstuhl für Theore- 
tische Physik. 
(Bei der Redaktion eingegangen a 
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Von H. Diesselhorst 


ER 


Für ein gleichmäßig permanent magnetisiertes Ellipsoid mit BER Petal 
abilität, das in ein homogenes flüssigkeitserfülltes Fremdfeld gebracht ist, werden 
Potentialformeln fiir Innen- und Außenraum aufgestellt und das vom Fremdfeld 
ausgeübte Drehmoment berechnet. Entsprechende Formeln gelten für ladungs- 
freie Elektrete im elektrischen Feld. 


Bei einer früheren Arbeit!) über die Wirkungen des Magnetfeldes auf ein 
magnetisches Ellipsoid, das in ein permeables Medium eingebettet ist, ergab sich 
zunächst das Problem der Feldberechnung. . Um dies zu lösen, ging ich von der 
bekannten Tatsache aus, daß ein magnetisierbares Ellipsoid im Vakuum durch 
ein homogenes Fremdfeld (Grundfeld) auch homogen magnetisiert wird, und 
von der Annahme, daß dies Resultat auch bestehen bleibt, wenn das Ellipsold 
in ein Medium von konstanter Permeabilität eingebettet ist. Es zeigte sich, daß 
diese Annahme zutrifft und die Feldberechnung auf diese Weise exakt möglich 
ist. Doch führte ich sie damals nur für ein quer magnetisiertes Rotationsellipsoid 
in einem ebenfalls quer zur Rotationsachse stehendem Fremdfeld durch, für welchen 
Fall allein mir die Berechnung des Drehmomentes gelang. 

Inzwischen haben Sommerfeld und Ramberg?) das Problem für den prak- 
tisch bedeutungsvolleren Fall eines in Richtung der Rotationsachse magneti- 
sierten Ellipsoides durch Lösung der Randwertaufgabe der Potentialtheorie mit 
Hilfe rotationselliptischer Koordinaten behandelt, wobei sich allerdings keine 
geschlossenen Formeln ergaben, so daß für das Drehmoment nur in dem besonders 
wichtigen Grenzfall eines Stabmagneten eine geschlossene Formel erhalten wurde, 
durch die es gelang, ein von Emil Cohn früher nur qualitativ und schätzungs- 
weise aufgestelltes Resultat quantitativ festzulegen. 

Früher schon hatte Leigh Page®) das Feld eines homogen magnetisierten 
Ellipsoides in einem permeablen Medium behandelt, aber ohne Fremdfeld, so daß 
ein Drehmoment dabei nicht in Frage kommt. 

Die Berechnung des Drehmomentes im Fremdfeld war von mir mit Hilfe des 
Maxwellschen Spannungstensors, von Sommerfeld und Ramberg mit dem , 
von Kneissler abgeänderten Spannungstensor ausgeführt. Zu der Frage, was. 


I. Einleitung 


1) Ann. Physik (VI) 3, 11 (1948); im folgenden zitiert als „I“. 
2) A. Sommerfeld u. E. Ramberg, Ann. Physik (VI) 8, 46 (1950). 
3) Leigh Page, Physic. Rev. 44, 113 (1933). 
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hier gültig ist, wird in dieser Arbeit keine Stellung genommen, sondern der Max- 


wellsche Tensor beibehalten ®). 

In bezug auf das Drehmoment hat W. Döring in einer früheren Arbeit gezeigt, 
daß man den aus dem Maxwellschen Spannungstensor sich ergebenden Ausdruck 
so umformen kann, daß er sich aus den Feldgrößen im Innern des Körpers in ein- 
facher Weise berechnen läßt. Besonders einfach wird dies natürlich, wenn das 
Feld im Innern des Körpers homogen ist. Es lag deshalb nahe, die von mir be- 
nutzte Methode zur Feldberechnung auf ein verschiedenachsiges Ellipsoid auszu- 
dehnen, wo Homogenität des inneren Feldes zu vermuten war. Mit den in meiner 
früheren Arbeit,,I‘“ (l.c.) gegebenen Formeln ist das ohne weiteres möglich und 
soll in dieser Arbeit geschehen, um dann nach Dörings Methode die Berechnung 
des Drehmomentes vorzunehmen. 


- II. Aufstellung des Potentials 


Es handelt sich also um ein Ellipsoid mit den Halbachsen a, b, c, mit der rever- 
siblen Permeabilität 5) «, und der gleichmäßigen permanenten Magnetisierung ®) Mo, 
eingebettet in ein flüssiges Medium der Permeabilität « in einem in weiter Um- 
gebung homogenen Grundfeld der Feldstärke $,. Der Ursprung des Koordinaten- 
systems liege in der Mitte des Ellipsoids und die Achsen x, y, z in den Richtungen 
der Halbachsen a, b, c. 

Dann hat das Grundfeld 9, = — grad y, das Potential 


Yo= Dor t+ Doy + Doz)- (1) 
Dazu kommt ein durch das Ellipsoid verursachtes Zusatzpotential. Dieses ganze 
Problem ist rein magnetostatisch. Stréme sind nicht vorhanden. Das Grundfeld 
kann man sich als von.weit entfernten Magneten herrührend vorstellen. Der magne- 
tische Zustand kann überall durch Angabe der vorhandenen Magnetisierung M 
beschrieben werden, d. h. durch eine Verteilung von magnetischen Dipolen im 
Vakuum, und das zu dieser Verteilung gehörige Feld kann durch ein Potential 
dargestellt werden. Dabei läßt sich die Verteilung der Magnetisierung ersetzen 
durch eine Verteilung von magnetischer Polstärke im Vakuum mit der räumlichen 
Dichte 9 = — div M und der Flächendichte w = (Mn), + (Mn), auf den Un- 
stetigkeitsflächen der Magnetisierungsverteilung, wobei n die Einheitsnormale 
in der Richtung aus dem Innern jedes Raumteils nach der Grenzfläche bedeutet. 


4) Diese Frage ist in der nachfolgenden Arbeit von W. Döring aufgenommen, wo 
sich ergibt, daß in dem vorliegenden Falle, wo der magnetische Körper sich in einem ho- 
mogenen Medium befindet, der Maxwellsche Tensor zulässig ist. Das gibt mir jetzt 
Veranlassung zur Veröffentlichung dieser bereits vor längerer Zeit entstandenen Ar- 
beit, die bisher wegen der Bedenken zurückgehalten war, die Sommerfeld und Bopp 
[Ann. Physik 8, 41 (1950)] gegen die Zulässigkeit des Max wellschen Spannungstensors 
vorgebracht haben. 

5) Es sollen hier die relativen Permeabilitäten benutzt werden, aus denen man die 
absoluten durch Multiplikation mit u, erhält. 

6) Die Magnetisierung M sei so definiert, daß sie die Dimension einer Feldstärke hat, 
also B = sto (H + M) gilt. In der Arbeit I war in derselben Bedeutung der Buchstabe 
$ gesetzt. Die Vertauschung ist jetzt vorgenommen, um leichter mit den Arbeiten von 
Sommerfeld und Ramberg und auch von Döring vergleichen zu können, der unter $ 
die Magnetisierung mit der Dimension der Induktion ® versteht, also B= 49+ 9 
setzt, so daß X = wy Mt gilt. Nur wo Formeln aus meiner Arbeit I benutzt werden, ist 
in ihnen der Buchstabe‘ einfach durch M zu ersetzen. 

Sommerfeld und Ramberg benutzen die Bezeichnung M in derselben Bedeutung, 
die sie in der vorliegenden Arbeit hat. 
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In unserem Falle des eingebetteten Ellipsoides gibt es wegen der Konstanz der 
Permeabilitäten und der Gleichförmigkeit der permanenten Magnetisierung keine 
Raumdichte, sondern nur flächenförmige Verteilung auf der Oberfläche des Ellip- 
soides mit der Flächendichte 


= (M N)innen — (M N)ausen, (3 
wo n hier die Einheitsnormale in Richtung von innen nach mae bedeutet. Diese 
Flächendichte m hat man in die Potentialformel 
1 fodf 
(3) 
einzusetzen, um das Zusatzpotential y zu erhalten, und das Gesamtpotential ist 
dann 
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P=Yoty- (4) 

Die Formel (3) fiir das von der (als bekannt angenommenen) Magnetisierung 
des Ellipsoides und des umgebenden Mediums hervorgebrachte Zusatzpotential y, 
aus dem sich die Zusatzfeldstärke als negativer Gradient ergibt, gilt allerdings 
zunächst nur in einem von Materie freien Raumteil, d.h. im Vakuum mit Aus- 
nahme der Punkte, in denen sich Dipole befinden. Einen solchen materiefreien 
Raumteil kann man nun überall auch im materieerfüllten Raum durch Aus- 
bohren eines dünnen Kelvinschen Kanals in Feldrichtung herstellen, ohne daß 
an der Wandung neue freie Pole auftreten. In diesem Kanal ist bekanntlich die 
Feldstärke identisch mit dem an derselben Stelle vor dem Ausbohren des Kanals 
im Medium vorhandenen Feldvektor $ der Maxwellschen Theorie, so daß das 
Potential (3) ohne weiteres für diesen gültig ist, aus dem dann ® durch die Kon- 
stanten des Mediums berechnet werden kann. 

Das Zusatzpotential wird verursacht erstens durch die von dem Grundfeld 
innerhalb und außerhalb des Ellipsoides induzierte Magnetisierung und zweitens 
durch die permanente Magnetisierung M, und die von ihr induzierte Magneti- 
sierung. Die Permanenz M, kann man sich ersetzt denken durch ihre Kompo- 
neten Moz, Moy, Moz. Der von ihr hervorgebrachte Potentialanteil besteht wegen 
des Summencharakters des Potentials aus der Summe der drei Anteile, die von 
den einzelnen Komponenten hervorgebracht werden. 

Die weit entfernt gedachten Quellen des Grundfeldes kann man sich aus drei 
Teilen zusammengesetzt denken, deren jeder eine Komponente des Grundfeldes 
erzeugt. Und diese drei Komponenten oz, Doy, Doz erzeugen wieder durch die 
von ihnen induzierte Magnetisierung drei verschiedene Anteile des Zusatzpoten- 
tiales, d.h. der in dieses einzusetzenden Flächendichte, so daß das Ganze aus 
sechs Anteilen besteht entsprechend den Komponenten von M, und Hp. Für diese 
Einzelanteile sind aber die Formeln in der früheren Arbeit I gegeben. Wir ent- 
nehmen daraus folgende beiden Resultate: 

1. Liegt M, in Richtung einer Ellipsoid-Achse, so ist die zugehörige Flächen- 
dichte nach „I“ Gl. (18) und (17) 

Mon 
wo N den zu der betreffenden Achse gehörigen Entmagnetisierungsfaktor bedeutet. 
So erhält man für den von M,, herührenden Anteil die Dichteverteilung 
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wo die Komponente M,, als in die x-Richtung zeigender Vektor aufgefaßt ist. 
Entsprechende Anteile ergeben sich für die Komponenten M,, und Moz. 

2. Liegt das Fremdfeld $, in Richtung einer Ellipsoidachse, so gilt nach „I“, 
Seite 19, Zeile 2, für die von ihm herrührende Oberflächendichte 


= 
B+ (ur —u)N’ 
wo wiederum N den zu der betreffenden Achse gehörigen Entmagnetisierungs- 


faktor bedeutet. Man erhält also für den von der Komponente $,, erzeugten 


= Mie —u) 6) 
Vereinigt man die beiden sich auf die x-Achse beziehenden Teile, so hat man 
(Mox (u, —u) Dox) “nl 

Hiermit ist die in dem Ausdruck (2) noch unbekannte Magnetisierung ersetzt 
durch die gegebene permanente Magnetisierung und die gegebene Feldstärke des 
Grundfeldes, so daß die Potentialformel (3) tatsächlich eine Berechnung erlaubt. 
Der Ausdruck (7) stellt nun dieselbe Oberflächenverteilung dar, wie sie bei 
einem im Vakuum befindlichen Ellipsoid durch eine in Richtung der x-Achse 

liegende homogene Magnetisierung 

j Mor + (Uy —F) Dox 


“+(umr—u)N, (8) 
hervorgebracht wird. Nimmt man die auf die y- und z-Achse bezüglichen Anteile 
hinzu, so erhält man als gesamtes Zusatzpotential das gleiche, wie es durch ein 
in Vakuum befindliches Ellipsoid hervorgebracht wird, wenn es die gleichförmige 
Magnetisierung W besitzt, deren Komponenten durch Gl. (8) und die entsprechen- 
den Ausdrücke für y und z gegeben sind. 

Will man die Magnetisierung % mit der Dimension der Induktion 
benutzen, so hat man nach Anm. 6 zu setzen Mo = Sol, und erhält 
am Stelle von Gl. (8): 


— + Ho (Mr Doz Ba 
+ Ho (Hr — N, 
entsprechend fiir y und z. Estreten also beim Gebrauch von 


Inden Komponenten von ® nicht die relativen, sondern die absoluten 
Permeabilitäten auf. 

Das Potential eines Ellipsoides mit homogener Magnetisierung im Vakuum ist 
wohl bekannt und läßt sich aus dem Dirichletschen Ausdruck für das Gravi- 
tationspotential des Ellipsoides herleiten. Bekanntlich läßt sich das magnetische 
Potential eines beliebigen Körpers mit der gleichmäßigen Magnetisierung ® 
auf die Form bringen 
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das Massenpotential des Körpers fiir die Massendichte 1 darstellt. Für das durch Bee 
die Gleichung ee 
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gegebene Ellipsoid ist nach Dirichlet dieses Massenpotential innen: 


oo 
1 dt a2 22 
4 { T a e+t 


und auBen: 


@+t B+t an): 
wo 
(13) 


und r die für einen äußeren Punkt stets vorhandene positive Wurzel der kubischen 
Gleichung 2 
(14) 
ist und damit eine Funktion der Ortskoordinaten x, y, z 
Nimmt man für die Komponenten von ® die durch Gl. (8) oder (8a) bestimmten 
Ausdriicke, so stellt Gl. (9) mit den angegebenen Werten v von p das gesuchte Zu- 
satzpotential unseres Problems dar. 


Man hat aus Gl. (11) ohne weiteres 


© 
also mit den Abkiirzungen Ks, 
t 
Ne gabe | N, babe f 
(15) 
2 T (c? +1) 
ö 
als Zusatzpotential im Innern nach (9) Par 
y, = B,N,-¥+ -z. (16) 


Daraus ergibt sich das zum Grundfeld hinzutretende innere Zusatzfeld mit den 
Komponenten 


= —B,N,, 9:, = —B,N,, 9;, = —B,N,. 
Diese sind entgegengesetzt denen des Vektors ®, der sich fiir wu, = = 1 und 
9. = 0 auf die permanente Magnetisierung M, reduziert. Weil das innere Feld 
dann dieser entgegenwirkt, nennt man die Koeffizienten N „, N,, N, bekanntlich 
die „Entmagnetisierungsfaktoren in bezug auf die Achsen des Ellipsoids‘“‘. Es 
gilt die Beziehung 
N,+N,+N,=1. Ei 

Für den Außenraum ergibt sich aus (12) won analog , ean 

dz 2 T (a? - +t) 

4) es man p, als explizite TER von T, x, y, z und 7 nach (14) als Funktion 


von 2, y, z auffaßt und bedenkt, daß — 2 “ wegen des Bestehens von Gl. (14) verschwindet. 
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Mit den Abkürzungen 


co co 
Melt) = gabe | 
T t . 

erhält man dann als Zusatzpotential im AuBenraum 

‘hen Das des Gesamtfeldes ist demnach 


und außen Pa = Yo t+ Ya: 


Zu- Auf Grund der Berechnung nach der magnetostatischen Potentialthieorie muß 


es natürlich die allgemeinen Eigenschaften des Potentials haben, wovon man sich 
auch direkt leicht überzeugen kann. Zunächst genügt es innen und außen der 
Laplaceschen Gleichung V?9@ = 0. In großer. Entfernung geht 9, in y, über, 
indem y, verschwindet. In jedem Punkt der Ellipsoidoberfläche (7 = 0) wird op; 
und @, identisch, so daß auch die Tangentialkomponente von § = — grad p 
stetig ist. Daß die Normalkomponente der Induktion stetig ist, geht schon daraus 
hervor, daß die Polstärkev erteilung @ in ,,I“‘ aus dieser Bedingung hergeleitet ist. 


Spezialisierung für ein Rotationsellipsoid 


“ Wir Serien wie Sommerfeld und Ramberg ein verlängertes Rotations- 
ellipsoid mit der gleichmäßigen permanenten Magnetisierung M, in Richtung der 
zur x-Achse gemachten Figurenachse. Die z-Achse sei senkrecht zur Figuren- 
achse und zum Grundfeld. Dann gilt: M,, = Me. = 0 und Ho, = 0. Ferner ist 
c=b und e= Ve: — —b? die lineare und ¢ = e/a die numerische Exzentrizitat. 


Aus (13) erhält man 7’ = (b? + t) Va +t. Die Entmagnetisierungsfaktoren 


| 
7 reduzieren sich auf zwei, den Längsfaktor P= NV, und den Querfaktor Q = N, = N,, 
und lassen sich leicht ausrechnen. Beide hängen nur von der Exzentrizität ab. 
Es ist 
1, 1+e 1—e/ 1, 1+e 
ich 
Es 
P+2Q=1. (22) 
7) Für ein abgeflachtes Rotationsellipsoid (a <b) wird u. = wer b? 
imaginär. Man setzt d= Vb? —a? -at =ey— l und 6=—=¢ y- 
und erhält 
(6 —arctgs) (23) 
on 
ot. 
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die Komponenten von ® ergibt sich 


_ Met — 4) Dox 
— (ur — u) Dov 2 (u, — 4) Gov (25) 
0. 


Mit diesen Werten erhält man nach (16) das Innenpotential. Für die im Außen- 
potential auftretenden Funktionen von r erhält man nach (18) 


N) = [ dt Vetrte_ é 


2 Ver+r-e Yatr 
1 dt 


_1-82[/e eV®+r 1, „Vearrte 
z! "Vat + 
Führt man mit Sommerfeld und Ramberg rotationselliptische Koordinaten 


ein, indem man setzt x = eCoju- cosy 
y =e Sinu -sinv - cosp (27) 
z=e Ginu-sinv - cosp 
e&ofu Sin? 4 


Diese Gleichung stellt fiir einen festen Wert u ebenso wie Gl. (14) fiir einen 
festen Wert 7 ein zu dem ursprünglichen konfokales Ellipsoid dar. Wählt man u so, 
daß e? Cof? wu = a? + ist, so gilt auch e? Gin? u = b? + r und die beiden Ellip- 


soide sind identisch. Für das ursprüngliche ist 7 = 0, also u = uy, wo Cof uy = + 
und Gin u, = 


Führt man in die Funktionen (26) anstatt t das Winkelargument w ein, setzt 
also a? + + = e? Cof?u und b? + t = e? Sin? u, so wird 


—e/Coju 1, Coju+1 
wo man auch setzen kann a 
1, Cofu+1 


Sfu—i Einu 
Mit den von Sommerfeld und Ramberg für die Potentialdarstellung ent- 
wickelten Funktionen f(w) und g(w) hängen p(w) und q(u) wie folgt zusammen: 


1-8 


IH. Drehmoment 


In seiner oben genannten Abhandlung betrachtet Döring einen beliebigen 
magnetischen Körper, der sich in einer Flüssigkeit von der Permeabilität « in 


un 


so 


lie 
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H. Diesselhorst: Magnetfeld und Drehmoment bei magnetischem Ellipsoid 393 
einem beliebigen äußeren Feld (Grundfeld) §, befindet, und gibt in Formel (33) 
für das Drehmoment einen Ausdruck an, der durch Integration über das Volum 
des Körpers zu erhalten ist und sich für ein homogenes Grundfeld 9, = 9, redu- 


D= SB, — non Gol dv. (90) 
Dabei bedeuten 9, und ®, Feldstärke und Induktion des Eigenfeldes, welches wi 
der in das Medium gebrachte Körper zu dem Grundfeld hinzubringt. In dem homo- fe 
genen Grundfeld ist die Feldstärke §, und die Induktion By = pou Go, also H, = ‘a 
§ —H_ und 8, = B — B, = B — pow Ho, wenn H und ® die wirklich vorhandene ve 
Feldstärke und Induktion im Innern des Körpers bedeuten. Es ist also 


{B, — Hox H.} = {B — (30a) 
und bei der Anwendung auf ein Ellipsoid zeigt sich, daB sich dieser Vektor von >; 
dem durch Gl. (8) eingeführten Vektor ® nur durch den Faktor yz, u unterscheidet. 
Es ist nämlich im Innern des Ellipsoids 8 = u, (u, H + Mo), also 


{B — HoH 9} = m —u)H + Mi}. 


Setzt man in die x-Komponente hiervon auf der rechten Seite ein 


Dz = Dox — 2 == Gor — Bz Nz, 


so ergibt sich 
{B — = u {(u, — u) Doz — N: 
und dazu nach (8) 
(u, — u) Dox (u (ur —u) N, Be, 
so daß man erhält 
und folglich auch B—wuH} = wu B. 
Für das Drehmoment ergibt sich daher aus der Döringschen Formel (30) 


mit (30a) D = [mon [W - Go] dv 
und da der Integrand konstant ist, wenn man noch mit V = fdv= a be 
das Volum des Ellipsoids bezeichnet, die einfache Formel 
D = [BW Ho] V, (31) 
wo die Komponenten des konstanten Vektors ®, der mit u Tr eine 
scheinbare Magnetisierung darstellt, durch (8) oder (8a) gegeben sind. ki 
Spezialisierung fiir Rotationsellipsoide 
1. Für das in Richtung der Figurenachse (x-Achse) permanent und gleichmäßig 


magnetisierte Rotationsellipsoid sind sie Komponenten von ®W durch die 
Gin. (25) gegeben. Da die z-Achse senkrecht zum Grundfeld gelegt war, gilt noch 
9oz = 0. Damit hat man nach (31) 
D, = 0, D, = 0, D, = Mott (Wz Doy — By Doz) V, 
woraus sich durch Einsetzen der Werte von (25) ergibt 
B+ (hr =p) tos + My + — P (62) 
2. Spezielles Interesse bietet der von Sommerfeld und Ramberg voll- 
ständig durchgerechnete Sonderfall eines Stabmagneten (P= 0). Hierfür 


liefert: Gl. (32) 
= Mo Doy + Do 2)V (33) 


| 
(27) 
> 
(28) 
nen 
SO, 
llip- - 
= i 
€ 
etzt 
(29) > 
. 
, in 
wate 
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bzw. mit der Magnetisierungsbezeichnung = wo M 
2 
Ds = Gey (Sor + y, 


Ho Mr + 
> wo nur die absoluten Permeabilitäten auftreten. 
e. Die von Sommerfeld und Ramberg in Gl. (31) FR Arbeit entwickelte 
Formel, bei der ein absolut harter Stabmagnet (u, = 1) vorausgesetzt ist und u 
_ die absolute Permeabilität bedeutet, also in unserer Bezeichnung durch u, u zu er- 
_ setzen ist, unterscheidet sich von dem obigen Ausdruck (33) nur durch den hinzukom- 
menden Faktor u, der durch die Abänderung des Spannungstensors verursacht ist, 
3. Für die Kugel ist P = Q = !/, und man erhält aus (32) 
(3) 
4. Ein quer magnetisiertes Rotationsellipsoid ist in meiner früheren 
Arbeit „I“ behandelt, wobei das Grundfeld ebenfalls quer zur Figurenachse (z-Achse) 


liegt. Hier gilt M.=0, und 0. 
Man findet 
B.=0, B= Moy + (Hr — U) Dov — B) Doz 


H+ B+ (4 — 2) 
und daraus 
_ Hott Moy Doz 
(35) 


in Ubereinstimmung mit dem Resultat der Arbeit Pa isd fe re 


IV. Elektrete im elektrischen Feld 

Die Arbeit „I“ war von der viel diskutierten Frage ausgegangen, ob das magne- 
tische Moment durch das Verhältnis des Drehmomentes zur magnetischen Feld- 
stärke oder zur Induktion zu definieren sei. Deshalb waren die magnetischen Größen 
in den Vordergrund gestellt. Es war aber schon dort auf das analoge Verhalten 
bei permanent elektrisch polarisierten Medien (Elektreten) hingewiesen. Auch 
die in der vorliegenden Arbeit entwickelten Formeln sind auf das elektrische Feld 
übertragbar, wobei vorausgesetzt wird, daß die benutzten Dielektrika keine wahre 
Ladung enthalten, wie die magnetischen Materialien keine Ströme führen, während 
die. Grundfelder durch entfernte Ladungen oder Ströme erzeugt sein dürfen, 
aber ohne letztere erzeugt gedacht werden können. 

Die völlige Analogie geht ohne weiteres aus den Formeln der Maxwellschen 
Theorie für statische Felder ohne elektrische Ströme und ohne wahre Ladungen, 
_ aber mit permanenter und reversibler magnetischer oder elektrischer Polarisation 
hervor. Sind %, und ®, diese permanenten Größen, so gilt: 

: div B=0 div D=0 
Don rot H=0 rot € = 0. 

Es entsprechen sich also po, u, 9, Yo und &,, &, E, By. So sind ohne weiteres 
die Formeln (8a) und damit (19) und (31) zu übertragen. Diese Übertragung auf 
die elektrischen Verhältnisse gewinnt dadurch ein besonderes Interesse, daß hier 
flüssige Medien mit großen e-Werten zur Verfügung stehen, so daß eine experi- 
_  mentelle Prüfung der Formeln ausführbar scheint und damit auch der Frage nach 
4 [ der Zulässigkeit des Maxwellschen Spannungsvektors für homogene Medien. 


Braunschweig-Gliesmarode, An der Wabe 20. 3 


fe (Bei der Redaktion eingegangen am 5. September 1951.) 
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ickelte 
und u Zu dem Problem der Berechnung der Hauptpolarisierbarkeiten 
zu er- des Wasserstoffmoleküls 
(34) Nach neuen. Berechnungen von Bell und Long und einer kritischen Ubersicht der i 
iheren bisherigen Resultate bezüglich der Polarisierbarkeiten des Wasserstoffmoleküls folgt, 


ich daß man zwar die mittlere Polarisierbarkeit dieses Moleküls in guter Übereinstimmung 
chse) mit der Erfahrung berechnen kann, für die Anisotropie jedoch zu kleine. Werte erhält. 
_In der vorliegenden Arbeit wird dieser Widerspruch aufgeklärt und es wird dabei gezeigt, 
daß die quantenmechanische Störungstheorie und die Silbersteinsche Theorie nicht 
die moderne und die klassische Theorie der selben Erscheinung sind, sondern zwei ver- 
schiedene physikalische Ursachen der Anisotropie beschreiben, die beide gleichzeitig berück- 
sichtigt werden müssen, wie ja das schon vom Verfasser in einem anderen Fall gezeigt 
(35) wurde. Bei der Berechnung der mittleren Polarisierbarkeit fallen dagegen die der Silber- 
steinschen Theorie entsprechenden Glieder heraus und deshalb erhielt man unter Nicht- 
berücksichtigung dieser Glieder mit der Erfahrung übereinstimmende Resultate. Die 
Verhältnisse sind auch analog bei der von mehreren Autoren benützten Variations- 
methode, da die in den benützten Näherungen die fraglichen Glieder ebenfalls nicht ent- 
hält. Zum Schluß wird noch gezeigt, daß beim Wasserstoffmolekül, wegen seinen schnellen 


agne- Rotationsfrequenzen, sogar die gemessene Anisotropie sich mit einigen Prozenten zu 

Feld- klein ergibt. 

ößen 

alten 

Auch Einleitung 

Feld Bekannterweise kann man aus dem Brechungsindex, ‚aus dem Depolarisations- 

ahre grad bei der molekularen Lichtzerstreuung und der Kerrkonstante das ganze 

rend Polarisationsellipsoid eines Moleküls berechnen!), weil diese drei gemessenen Kon- 

rfen, stanten ebenso viele Gleichungen fiir die drei unbekannten Hauptpolarisierbar- 
keiten liefern. (Bei einem zweiatomigen Molekül genügt der Brechungsindex und 

hen die Kerrkonstante dazu.) Sehr wichtig ist es außerdem, daß die für diese Kon- 

gen, stanten hergeleiteten klassischen Formeln auch aus der Quantenmechanik folgen 

tion und deshalb die aus den Messungsergebnissen mit Hilfe denen auf die Molekül- 


struktur gezogenen Schlüsse auch nach der Quantenmechanik richtig sind. 


Andererseits ist es eine wichtige Frage, ob man wenigstens in einigen Fällen 
diese Polarisationsellipsoide rein theoretisch berechnen könnte bzw. ob die Theorie 
imstande ist, die restlos zu erklären. Bezüglich der erwähnten Molekülstruktur- 


Tes bestimmungen geniigen zwar meistens qualitative Aussagen, weil man ja nur 
auf zwischen einigen möglichen Strukturen zu unterscheiden hat, doch ist die Frage 
nier bedeutungsvoll, ob die Theorie das Zustandekommen der Anisotropie restlos er- 
eri- kliren kann. Der einzige Fall, in dem man hoffen kann, diese Berechnung in guter 
ach Annäherung durchführen zu können, ist der des Wasserstoffmolekiils, bei dem die 
en. Kigenfunktionen schon geniigend bekannt sind. Die ersten diesbeziiglichen Be- 


1) Vgl. z.B. H. A. Stuart, Molekülstruktur. Kapitel VI. Berlin, J. Springer, 1934. 
Ann. Physik. 6. Folge, Bd.9 22 
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rechnungen rühren von Mrowka?) her. Nach ihm haben sich viele Autoren mit 
dieser Frage beschäftigt ®), zuletzt Bell und Long’), die die Resultate sämtlicher 
Autoren zusammengestellt und kritisch besprochen haben. Bezüglich der Einzel- 
heiten dieser Zusammenstellung sei auf die Arbeit von Bell und Long verwiesen. 
Wir wollen hier nur ihre Schlußfolgerung erwähnen, nach der man die mittlere 
Polarisierbarkeit des Wasserstoffmoleküls zwar theoretisch in guter Überein- 
stimmung mit der Erfahrung berechnen kann, die Anisotropie jedoch nicht, für 
die erhält man theoretisch zu kleine Werte. Selbstverständlich ist die Berechnung 
der letzteren Größe auch viel empfindlicher gegen kleinere Ungenauigkeiten, weil 
es sich um die Differenz von zwei Polarisierbarkeiten handelt, doch ist es wahr- 
scheinlich, daß die Theorie fiir die Anisotropie tatsächlich zu kleine Werte ergibt. 
Ziel der vorliegenden Arbeit ist deshalb, dieses Versagen der Theorie aufzuklären. 
Nehmen wir an, daß die Achse des Wasserstoffmolekiils im molekülfesten 
Koordinatensystem parallel zur Z-Achse orientiert ist und bezeichnen die Haupt- 
polarisierbarkeiten mit «,, x, und «,. Die mittlere Polarisierbarkeit ist dann 


_20,+ 0%, 
| 
Als Anisotropie definieren Bell und Long die Größe 
Y = — (2) 
bei uns beniitzt man dagegen meistens die Definition _ . 
ö° (a, ay)? + (ay = Oz)? + (a, (3) 
(%, + + 0,)? 
für diese Größe. Speziell für ein zweiatomiges Molekül hat man also 
(2 0,+ %,)? (4) 
. 2 y? 


§ 1. Aus der Quantenmechanik erhält man bekannterweise fiir die zwei Haupt- 
polarisierbarkeiten eines zweiatomigen Molekiils 


z (0 k)z (ko) 


(6) 


und 
a (0 k) x (ko) 


z(ok) = fy Lezy,dr (8) 


ist und die y die antisymmetrischen Eigenfunktionen des ganzen Molekiils be- 
deuten. Eigentlich beziehen sich diese Formeln auf die statische Polarisierbarkeit, 


2) B. Mrowka, Z. Physik 84, 448 (1933). 

3) J. O. Hirschfelder, J. chem. Physics 3, 355 (1935); J. O. Hirschfelder u. 
J. W. Linnett, J. chem. Physics 18, 130 (1950); G. Steensholt, Z. Physik 98, 620 
(1935) u. Philos. we (7) 38, 748 (1947); C. E. Easthope, Proc. Cambridge philos. Soc. 


4) R. P. Bellu. D. A. Long, Proc. Roy. ‘Soc. London A 208, 364 (1950). 


82, 260 (1936); R. S . Mulliken u. C. Rieke, Rep. Progr. Phys. 8, 231 (1941). 3 
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doch wenn das Molekül kein permanentes Dipolmoment besitzt, so kann man den 
Unterschied zwischen statischer und optischer Polarisierbarkeit meistens ver- 
nachlässigen, was wir im folgenden auch tun wollen. 

Noch lange vor der Entdeckung der Quantenmechanik hat Silberstein®) 
Formeln zur Berechnung der Anisotropie eines zweiatomigen Moleküls (klassisch) 
hergeleitet; sein Gedankengang beruht darauf, daß das Feld das von dem in dem 
einen das Molekül aufbauenden Atom induzierten Dipol verursacht wird, bei der 
Polarisation des anderen aufbauenden Atoms sich zu dem äußeren Felde addiert 
und umgekehrt. Bezeichnen wir die Polarisierbarkeiten der fraglichen zwei Atome 
mit x, und &,, dann folgt nach Silberstein 


(10) 


r 


Aus (9) und (10) ist gleich zu ersehen, daß x, >«, ist, wie ja das auch aus 
der unmittelbaren Anschauung folgt. Die Silbersteinsche Theorie kann nur 
qualitativ richtig sein, weil sie ja noch das Vorhandensein von separaten Atomen 
innerhalb des Moleküls annimmt, doch ist an der physikalischen Realität der 
von der erwähnten Wechselwirkung verursachten Anisotropie nicht zu zweifeln. 

Es hat den Anschein, daß die aus der quantenmechanischen Störungstheorie 
folgenden Formeln (6) und (7) und die aus der Silbersteinschen Theorie fol- 
genden (9) und (10) die moderne und die klassische Theorie ein und dieselbe Er- 
scheinung sind, daß es also genügt, die aus (6) und (7) folgende Anisotropie zu 
berechnen. Im folgenden wollen wir zeigen, daß das nicht der Fall ist. 

Aus seinen ersten Berechnungen erhielt Mrowka (l.c.) das überraschende 
Resultat, daß x, >«, ist. Aus der Silbersteinschen Theorie hat man jedoch 
den Schluß gezogen, daß das nicht richtig sein kann. Dieser Schluß ist zwar, wie 
wir das noch sehen werden, nicht zwingend, weil die von der Silbersteinschen 
Theorie beschriebene physikalische Wechselwirkung in den quantenmechanischen 
Formeln nicht enthalten ist, doch haben bald darauf Mrowka®) selbst und außer- 
dem Easthope (l.c.) und Mulliken und Rieke (l.c.) die Berechnungen korri- 
giert und erhielten dann «,< «, auch aus den quantenmechanischen Formeln. 

Mit Hilfe der nach der Störungstheorie in zweiter Näherung berechneten Eigen- 
funktionen?) wurde außerdem vom Verfasser ®) das Polarisationsellipsoid des HCl- 
Moleküls berechnet, ebenfalls mit dem Resultat x, < «,. 

$2. Wir behaupten, daß die aus der Quantenmechanik berechnete und die 
aus der Silbersteinschen Theorie folgende Anisotropie eines Moleküls nicht 
die quantenmechanische und die klassische Theorie derselben Erscheinung sind, 
sondern zwei physikalisch verschiedene Ursachen der Anisotropie beschreiben 
und die ganze gemessene Anisotropie ist eine Folge deren Superposition. 


5) L. Silberstein, Philos. Mag. (6) 38, 92, 215 u. 521 (1927). 
6) B. Mrowka, Starkeffekt. Hand- u. Jahrbuch der chemischen Physik Bd. 10, 
Abschnitt III, S. 25. Leipzig, Akademische Verlagsgesellschaft, 1939. 


?) Th. Neugebauer, Math. u. Naturwiss. Anz. d. ung. Akad. d. Wiss. 54, 796 (1936). 
8) Th. Neugebauer, Ann. Physik (5) 39, 242 (1941). 
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cA folgt dann fiir die gestérten Eigenfunktionen der einzelnen Atome 


328 Annalen der Physik. 6. Folge. Band 9. 1951 


Zum Beweis dieser Behauptung sei folgendes erwähnt: Erstens müssen die 
Matrizenelemente in den Zählern von (6) und (7) mit Hilfe der Eigenfunktionen 
des Moleküls berechnet werden, die sind jedoch bezüglich des äußeren elektrischen 
Feldes noch ungestörte Eigenfunktionen, enthalten also nicht die Ladungsver- 
schiebung, die vom äußeren Felde in der Wolke eines Atoms verursacht wird, 
und deshalb können diese Formeln auch nicht die elektrostatische Wirkung des 
von dieser Ladungsverschiebung verursachten Dipolmomentes auf das andere 
Atom, also die Silbersteinsche Theorie, enthalten. Zweitens würde es zur Be- 
rücksichtigung der von der letzteren Theorie herrührenden Glieder äuch nicht 
genügen, in der Störungstheorie mit einem Schritt weiterzugehen und in (6) und 
(7) die vom äußeren Felde gestörten Eigenfunktionen einzusetzen, sondern man 
müßte es berücksichtigen, daß infolge der Störung der Eigenfunktionen, der das 
Molekül aufbauenden Elektronen vom äußeren Felde, die Wechselwirkung dieser 
Elektronen innerhalb des Moleküls sich ändert. Selbstverständlich wäre jedoch 
die Durchführung einer solchen Rechnung mit sehr großen Schwierigkeiten ver- 
bunden. 

Im Falle einer homopolaren Bindung kann man unsere Behauptung noch auf 
folgendem Wege einsehen: Die zwei das Molekül aufbauenden Atome, deren 
Polarisierbarkeiten wir mit «, und a, bezeichnen, wollen wir im Gedankenexperi- 
ment in einer so großen Entfernung voneinander annehmen, daß sich ihre Ladungs- 
wolken gar nicht mehr bemerkbar überdecken. Im homogenen äußerern Felde 


(12) 


wo @, und y, die antisymmetrischen Eigenfunktionen der ganzen Atome sind. Für 


das vom äußeren Felde induzierte Moment folgt dann RER j 
B= OL (Ba + y dr 
hv (jo) +2 hv (lo) : 


Bezeichnen wir mit & die Polarisierbarkeit von unserem Molekül und berück- 
sichtigen, daß in der geschweiften Klammer einfach die Summe der Polarisier- 
barkeiten der zwei: Atome steht, so kann man (13) wie folgt saul ace 


und daraus folgt, daß die Polarisierbarkeit des Moleküls sich nach diesem Ver- 
fahren einfach als Summe der Polarisierbarkeiten der einzelnen Atome (unab- 
hängig von der Richtung des Feldes) ergibt, kann also unmöglich die Silber- 
steinsche Theorie enthalten, weil ja nach der die Wechselwirkungen der Atome 
auch dann auftreten, wenn die Wolken sich gar nicht mehr überdecken. 

§ 3. Die Verhältnisse sind etwas verwickelter im Falle der Ionenbindung, 
weil es ja bei der auch dann eine Wechselwirkung gibt, wenn sich die Wolken gar 
nicht mehr überdecken. In diesem Falle handelt es sich eigentlich um eine doppelte 
Störungstheorie, weil ja die Elektronenwolke jedes Ions, auch vom äußeren Felde 
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und auch vom Felde des anderen Ions gestört wird. Zur Berechnung der Wechsel- 
wirkung dieser Störungen benötigt man die Eigenfunktionen in zweiter Näherung. 
Bezeichnen wir mit &, die Summe der ungestörten Polarisierbarkeiten der beiden 


Ionen und mit Ax die infolge des Feldes des anderen Ions auftretende Änderung 

dieser Größen, dann haben wir®) ; 

SD, (Xz)? Ddr 2er (Xz)? dr 

und 

h? v2, 
+ h? vy (16) 


@, und %, bedeuten hier die Eigenfunktion des ersten bzw. zweiten Ions. 
V, und V, sind die Potentiale der von den Ionenladungen herrührenden Felder 
und ?,a und 95 bedeuten Mittelwerte der Eigenfrequenzen der zwei das Molekül 
aufbauenden Ionen. Selbstverständlich ist 


= % + An +0, + Ax, (17) 


wo x, und &, die Polarisierbarkeiten des ersten und zweiten Ions bedeuten. 

Es fragt sich jetzt, ob Ax nicht das quantenmechanische Analogon der aus der 
Silbersteinschen Theorie folgenden gegenseitigen Beeinflussung der Polarisier- 
barkeiten sein könnte. Wir sehen jedoch gleich, daß das nicht der Fall sein kann. 
Die Abhängigkeit von der Entfernung ist nämlich eine ganz andere, als die, welche 
der Silbersteinschen Theorie entspricht, weil das Wechselwirkungsglied dort 


zu r=3 proportional ist, hier kann man dagegen wieder zeigen, daß ebenso wie im ; 
Falle der homopolaren Bindung, das in Rede stehende Glied verschwindet, wenn 2 
sich die Ladungswolken der einzelnen Ionen gar nicht mehr überdecken. Der Beweis u 
ist dem in der Theorie der Refraktionsverminderung von Elektrolytlösungen be- i 


nützten Gedankengange!®) ähnlich, jedoch besteht der wesentliche Unterschied, u 
daß man jetzt nicht über alle Orientierungen mitteln kann. Vernachlässigen wir ie 
jetzt den Austausch, benützen also für ®, und Y% einfache Produkteigenfunktionen iS 
und betrachten zuerst die zweiten Glieder in den Zählern von (16). Der eine Faktor 


ist dort ein Integral vom Typ [U EV dr. Unter der gemachten Voraus- 
setzung, daß wir Austauscheffekte vernachlässigen, bedeutet also dieses Integral, 
daß man die von der Ladung des einen Ions herrührende Potentialfunktion über 
die kugelsymmetrische Ladungsverteilung des anderen edelgasartigen Ions mitteln 
muß. Ist man ganz außerhalb dieses anderen Ions (wie wir das angenommen haben), 
so läßt sich V folgendermaßen darstellen: 

1 
d 
Bei einem kugelsymmetrischen Atom bzw. Ion muß der auf der rechten Seite 
stehende Ausdruck mit sin @-d multipliziert und dann integriert werden. Wie 
bekannt verschwinden jedoch alle Integrale der Kugelfunktionen nach sin # - dd, 
ausgenommen der nullten, die jedoch in (18) nicht vorkommt. Also verschwinden 
unter den gemachten Voraussetzungen alle zweiten Glieder in den Zählern von (16). 


== S P, (cos 8) (z): (18) 


*) Th. Neugebauer, Z. Physik 102, 305 (1936). 
10) Th. Neugebauer, Z. Physik 99, 677 (1936). 
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Das ist eigentlich ein spezieller Fall des Gaussschen Satzes über den Mittelwert 
einer harmonischen Funktion auf einer Kugelfläche!!). 

Bei den ersten Gliedern in den Zählern von (16) ist der Fall verwickelter, weil 
dort ZV mit (&'z)? multipliziert ist. Bei Vernachlässigung des Austausches muß 
man jetzt 2? V über die kugelsymmetrische Ladungsverteilung eines Ions mitteln, 
Zuerst wollen wir berücksichtigen, daß 2? = r? cos? } = r? P? ist, wo P, die erste 
Kugelfunktion bedeutet. Multiplizieren wir also zuerst den in (18) stehenden 
Ausdruck für V mit P,, so steht in jedem Glied das Produkt von zwei Kugel- 
funktionen und alle diese Produkte können wir wieder nach Kugelfunktionen ‘in 
Reihen entwickeln, wir erhalten also auch für V P, eine Reihenentwicklung nach 
Kugelfunktionen. Multiplizieren wir jetzt wieder diese neue Reihe mit P, und inte- 
grieren dann nach sin 9 - dd, so verschwinden wegen der Orthogonalität der Kugel- 
funktionen alle Glieder und damit haben wir es bewiesen, daß, wenn sich die La- 
dungswolken der Ionen nicht überdecken, die in (16) stehenden Glieder alle ver- 
schwinden. Damit ist der Beweis vollbracht, daß die quantenmechanischen For- 
meln die Silbersteinschen Glieder nicht enthalten. 

§ 4. In der auch von Bell und Long (l.c.) benützten Variationsmethode sind 
diese Verhältnisse etwas weniger durchsichtig. Selbstverständlich müßte ja die 
Variationsmethode, wenn man alles variieren würde, eine exakte Lösung des Pro- 
blems liefern, die dann auch die Silbersteinsche Wechselwirkung enthalten 
müßte. Das ist jedoch keineswegs der Fall, wenn nur ein Parameter für die Variation 
zur Verfügung steht. Bell und Long benützen z. B. gestörte Eigenfunktionen vom 
Typ yp = wo{l + X(z,+ 2)}, wo X der mit Hilfe der Variationsmethode zu 
bestimmende Parameter ist. Die unmittelbare Anschauung zeigt gleich, daß eine 
solche Eigenfunktion zur Beschreibung der, bei der Silbersteinschen Wechsel- 
wirkung auftretenden Verhiltnisse ungeeignet ist. Die Beniitzung von vielen 
Parametern wiirde dagegen die Berechnungen technisch-praktisch unausfiihrbar 
machen. Außerdem sind auch schon die Moleküleigenfunktionen zur Darstellung 
der innerhalb eines Moleküls auftretenden Silbersteinschen Wechselwirkung 
recht ungeeignet, was auch schon einfach daraus folgt, daß eine Eigenfunktion 
keine elektrostatische Rückwirkung auch sich selbst (wie eine klassisch betrachtete 
Ladungswolke) besitzt. Das ganze Problem der Silbersteinschen Wechsel- 
wirkung fällt weg in der Theorie der Polarisierbarkeiten des Wasserstoffmolekül- 
ions, doch ist selbstverständlich dieses Problem wenig interessant. 

Es entsteht noch die Frage, ob es tatsächlich gerechtfertigt ist, die Polarisier- 
barkeit eines kugelsymmetrischen Atoms oder Ions nur mit Hilfe der quanten- 
mechanischen Formeln zu berechnen, da ja die von der Silbersteinschen Theorie 
beschriebene Wechselwirkung bei Molekülen tatsächlich auftritt bzw. ob nicht 
auch zwischen den einzelnen Teilender Ladungswolke eines Ions der Silberstein- 
schen Theorie entsprechende Wechselwirkungen auftreten, mit denen man die quan- 
tenmechanisch berechnete Polarisierbarkeit korrigieren müßte. Da dieses Problem 
schon einmal vom Verfasser?) besprochen wurde, so soll hier nur in aller Kürze 
darauf eingegangen werden. Bezeichnen wir mit & die quantenmechanisch be- 
rechnete Polarisierbarkeit, dann haben wir in den gewohnten Bezeichnungen 


P (ss’) P (s’ 8) 
(19) 


ae My Vgl. z z. B. B. O. D. Kellogg, Foundations of Potential Theory. S. 83. 211 u. 223. 
Berlin, J. Springer, 1929. 
2%) Th. Neugebauer, Ann. Physik (5) 31, 540 (1938). 
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Wenn wir im Nenner eine mittlere Frequenz » einführen, dann kann man mit 
Hilfe eines matrizentheoretischen Satzes 
9 2 
2 (es) T f Po(* 2) Wy (20) 


h v v 


schreiben. Vernachlässigt man wieder den Austausch, so bedeutet das Integral 
in (20), daß man 2? bzw. 4 r? über die Ladungsverteilung deg kugelsymmetrischen 
Atoms oder Ions mitteln muß. Bezeichnen wir diese Ladungsdichte mit o(r), 
dann haben wir also 


2e 
dr. (21) 
Wir können daher annehmen, daß die Verteilung der (quantenmechanischen) 


Polarisierbarkeit innerhalb der Ladungswolke von einer Funktion @ beschrieben 


(22) 


‘= anf (r) r2 dr (23) 
ist. 
Bezeichnen wir jetzt die hypothetische wirkliche Polarisierbarkeit (die unter 
Berücksichtigung der_Silbersteinschen Wechselwirkung der einzelnen Teile 
der Ladungswolke auftretende) mit 8. Ein Volumenelement dr der Ladungs- 


wolke ist also dann dem Felde 
B + 22 (3 — 1) 


ausgesetzt. Für das ganze im Atom induzierte Moment folst daher 


cox an 


p= Eff J (3 cos — 1)} - sind - dd - dp. (25) 


Das zweite Glied in der geschweiften Klammer verschwindet aber bei der Durch- 
führung der Integration nach #, also haben wir unter Berücksichtigung von (23) 
a =p. (26) 
Die Polarisierbarkeit wird daher bei einem kugelsymmetrischen Atom (oder 
Ion) infolge der Berücksichtigung der aus der Silbersteinschen Theorie folgenden 
Wechselwirkungen innerhalb seiner Ladungswolke nicht beeinflußt. 
$5. Die bei nicht kugelsymmetrischen Molekülen auftretende Anisotropie 
hat also zwei verschiedene Ursachen. Die eine folgt aus der quantenmechanischen 
Störungstheorie, die andere ist eine Folge der in der Silbersteinschen Theorie 
beschriebenen Wechselwirkung von polarisierten Atomen. Die Erfahrung zeigt 
außerdem, daß beide Anteile von derselben Größenordnung sind, so daß keine 
neben der anderen vernachlässigt werden kann. 
Die Ursache, weshalb man für die Anisotropie des Wasserstoffmoleküls theore- 
tisch immer zu kleine Werte erhalten hat, ist jetzt leicht zu erkennen. Alle von 
Bell und Long zitierten Autoren haben die Anisotropie eigentlich aus der quanten- 


mechanischen Störungstheorie oder mit Hilfe einer Variationsmethode berechnet ER 


und die liefert nur einen Teil der ganzen auftretenden Anisotropie. 
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Demgegeniiber haben die meisten Autoren fiir die mittlere Polarisierbarkeit 
mit der Erfahrung gut iibereinstimmende Werte erhalten. Die Ursache dieses 
scheinbaren Widerspruches gegeniiber den bei der Berechnung der Anisotropie 
gemachten Erfahrungen ist, daß, wenn wir aus (9) und (10) die mittlere Polarisier- 
barkeit 4(x,-+ 2«,) berechnen und dabei die zweiten Glieder in den Nennern 
vernachlässigen, wir 


= (a, + 204) = + (27) 


erhalten. Die aus der Silbersteinschen Theorie folgenden Wechselwirkungen 
beeinflussen also in erster Näherung die mittlere Polarisierbarkeit tatsächlich nicht. 

Um die Vernachlässigung der zweiten Glieder in (9) und (10) zu rechtfertigen, 
wollen wir noch deren Größen berechnen. Für die Größe der Polarisierbarkeit 
des Wasserstoffatoms benützen wir den theoretischen Wert « = 0,663 - 10-% 
und für die Kerndistanz im Molekül den bandenspektroskopischen Wert 
= 0,749 - 10-®, Daraus folgt 


Dieser erhaltene Wert ist zwar selbstverständlich nicht klein im Verhältnis zu 
eins, doch muß hier beachtet werden, daß eben wegen der kleinen Kerndistanz 
des Wasserstoffmoleküls die „Atome“ sich sehr stark überdecken und deshalb 
nur ein kleiner Bruchteil der Polarisierbarkeit bei der Berechnung der Silber- 
steinschen Wechselwirkung berücksichtigt werden darf, und damit ist unsere 
Behauptung bewiesen. 

Übrigens kann man diesen Beweis noch präzisieren. Nehmen wir an, daß die 
Molekülachse einen beliebigen Winkel 9 mit der Feldrichtung einschließt, dann 
haben wir 

29 — 


und 


wo u, und u, die im ersten und zweiten Atom induzierten Momente bedeuten. 
Die in der Feldrichtung genommene Polarisierbarkeit des Moleküls bezeichnen 
wir mit b. Aus (29) und (30) folgt dann analog zu (9) und (10), ¥ wenn wir ranted 
berücksichtigen, daß BE = u, + u, ist, ee 


3 cos? #—1 

| 1-7) 


Berechnen wir jetzt den über alle räumlichen Gikeilinungeen gemittelten Wert 
von b und vernachlässigen wieder das zweite Glied im Nenner, so folgt 


n 22x 
b sin? dd dp = SS sin 8 dp 
= + (32) 


weil das dritte Glied auf der nennen Seite bei der Integration aus der jane 
Griinden verschwindet wie in (3). 
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Zur Abschätzung der Größe der gemachten Vernachlässigung entwickeln wir (31) 
in eine Reihe, die wir mit dem zu r~* proportionalem Gliede abbrechen: 
3 cos? — 1 3 
b = + + 20,0 + ( ) + (33) _ 


Bilden wir den Mittelwert des letzten Gliedes auf der rechten Seite, so erhalten 
wir 


4 


Mit Hilfe von (28) und der danach gemachten Bemerkung folgt also wieder, 
daß dieses Glied vernachlässigbar klein und nach der strengeren Methode sogar noch 
kleiner als nach der ersten Überschlagsberechnung ist. 

Damit ist also bewiesen, daß man bei der Berechnung der mittleren Polarisier- 
barkeiten entgegen der bei der Berechnung der Anisotropie gemachten Erfahrung 
die aus der Silbersteinschen Theorie folgenden Wechselwirkungen vernach- 
lässigen kann. 

Ein zu dem in dieser Arbeit besprochenen Umstande, nach dem die Aniso- 
tropie zwei verschiedene physikalische Ursachen hat, analoger Fall ist in der 
Theorie der kristallinen Doppelbrechung schon längst bekannt. Bragg") be- 
rechnete zuerst die Doppelbrechung des Kalkspats, des Aragonits und des Korunds 
mit Hilfe einer Methode, die der Silbersteinschen entspricht. (Anisotropie der 
Lorentz-Lorenzschen Kraft.) Hylleraas™) machte dann darauf aufmerksam, 
daß man bei solchen Berechnungen die von den Nachbarionen verursachte Beein- 
flussung der Eigenfunktionen berücksichtigen muß und berechnete auf dem Wege 
die Doppelbrechung von Hg,Cl,, Hg,Br,, Hg,J, und ß-Quarz. Diese letztere 
Ursache der Doppelbrechung entspricht in der Theorie der molekularen Aniso- 
tropie dem von der quantenmechanischen Störungsrechnung herrührenden An- 
teil. Analoge Berechnungen rühren auch von Lee und Herzfeld!5) bezüglich 
der künstlichen Doppelbrechung von NaCl und KCl her. 

$6. Wie wir gesehen haben, erhielt man theoretisch für die Anisotropie des 
Wasserstoffmoleküls deshalb nicht mit dem gemessenen Wert übereinstimmende 
Resultate, weil man theoretisch nur einen Teil der die Anisotropie verursachenden 
physikalischen Wechselwirkungen berücksichtigt hat. Zuletzt wollen wir noch 
untersuchen, ob der aus den Messungsergebnissen mit Hilfe der klassischen Formeln 
hergeleitete Wert für die Anisotropie nach der modernen Theorie auch im Falle 
des Wasserstoffmoleküls richtig ist. Wie wir es schon in der Einleitung erwähnt 
haben, sind die für den Brechungsindex, für den Depolarisationsgrad bei der 
Lichtzerstreuung und die Kerrkonstante hergeleiteten klassischen Formeln (aus 
deren man das Polarisationsellipsoid berechnet) auch nach der Quantenmechanik 
richtig; wir wollen jetzt noch sehen, ob das auch bei dem Wasserstoffmolekül, 
bei dem ganz spezielle Verhältnisse auftreten, der Fall ist. 

Zur Beantwortung der Frage, ob dierelativen sehr schnellen Rotationsfrequenzen 
des Wasserstoffmoleküls das erhaltene Resultat beeinflussen könnten, wollen wir 
zuerst ein Beispiel betrachten. Nach dem extremen Ionenmodell besteht das 
Salzsäuremolekül aus einem edelgasartigen negativen Ion und einer punktför- 


13) W. L. Bragg, Proc. Roy. Soc. London (A) 105, 370 (1924) u. 106, 346 (1924). 
er E. Hylleraas, Z. Physik 86, 859 (1926); 44, 871 (1927); Z. Kristallogr. 65, 469 

7). 

15) K. F. Herzfeld u. R. H. Lee, Physic. Rev. (2) 44, 625 (1933). 
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migen positiven Ladung (einem Proton), ein Alkaliatom, z. B. das Kalium dagegen 
aus einem edelgasartigen positiven Ion und einer negativen punktförmigen Ladung 
(einem Elektron). Es handelt sich also um zwei ganz analoge Gebilde, in denen 
nur die Vorzeichen der Ladungen vertauscht sind. Doch ist die Polarisierbarkeit 
des Kaliumatoms eine skalare Größe, die des Salzsäuremoleküls dagegen ein 
Tensor. Die Ursache dieser Verschiedenheit ist, daß wegen der großen Masse des 
Protons die Rotationsfrequenzen des Salzsäuremoleküls klein sind, andererseits 
sind wegen der kleinen Maße des Elektrons, die Bohrschen Frequenzen von diesem, 
die von unserem Standpunkte aus betrachtet, ,,Rotationsfrequenzen“ sind, sehr 
groß. Daraus folgt jedenfalls, daß infolge der schnellen Rotationsfrequenzen des 
Wasserstoffmoleküls, die aus den klassischen Formeln berechnete Anisotropie sich 
nur zu klein, jedoch nicht zu groß ergeben kann. 

In den Theorien von allen drei besprochenen Effekten, aus denen man das 
Polarisationsellipsoid berechnet, handelt es sich immer darum, daß man die im 
raumfesten System angegebene Polarisierbarkeit 


Y | Z auf ein molekiilfestes transformiert. In der klassi- 
schen Theorie ist das auf elementarem Wege mög- 

Yız | Ps lich, nach der Quantenmechanik geschieht: das da- 

| P22 Pas gegen folgendermaBen"*): Bezeichnen wir mit 2, 7, 
| Ps2 | ss und Z die molekülfesten Koordinaten und mit 9,, 


die Richtungscosinus, welche das raumfeste und 
das molekülfeste System aufeinander beziehen (vgl. die Tabelle). In der Mr GE 
mechanischen Formel für die optische Polarisierbarkeit 


oy n’ 7’ P njm P n’ m’ 

nm) = — 

n) 


miissen wir P, auf molekiilfeste Achsen transformieren. Da 


ist und man die ganze Eigenfunktion angenähert in die von den Elektronenkoor- 
dinaten (f,), von der Oszillation (g,) und der Rotation (0},) herrührenden Faktoren 
aufspalten kann und außerdem 

+ Gu + Pu + Puli t Pale + Pulls (37) 


ist, WO it, @, und u, die Komponenten des permanenten Dipolmpmentes bedeuten, 
so folgt, wenn wir noch die Bezeichnung /, g, = h, einführen, 


= [On pu Ihr doo + fly eFhy de + [Oh do: fhy SeGhy dt 
+ Oy do - {hn Se Zhy dr+ dr-p dt 
+ Oh, dw ‘Ma fhahy dt + [O9 [hinhy dt. (38) 


Die letzten drei Glieder werden nur dann von Null verschieden sein, wenn es 
sich um reine Rotationsübergänge handelt, doch beeinflussen die gar nicht mehr 


16) Th. Neugebauer, Z. Physik 78, 386 (1931) u. 82, 660 (1933). 
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bemerkbar die optische Polarisierbarkeit. Beim Wasserstoffmolekül sind sie selbst- 
verständlich gegenstandslos. Die ersten drei Glieder setzen wir jetzt in (35) ein 
und bemerken, daß, wenn man in den Frequenzen neben den schnellen Elektronen- 
sprungs- und Oszillationsfrequenzen die langsamen Rotationsfrequenzen ver- 


kann, und wir außerdem die Bezeichnungen p, (nn’)=[h, Zeih, ‚dt, 
nl; at) = f oH Pu Oy ‚do und analoge für p, und p, bzw. für 9,, und 9,, ein- 


bly dann (35) folgendermaßen geschrieben werden kann: 

n 


7m’ 
1 2 (n |ps(n jm\— (9 
+72 v2 (n’ n) —v? PA. 
1 2v(n’n) pı (n 2’) po (n’ n) m 
-1 2» (n’n) pı (n n’) pg (n’ n) im\— m 
+72 y(n’ n)—v 


1 2 (n’n) po (n n’) pı (n’ n) 


(n’ n) — v? 


v2 (n’n) — v? 


1 (n’' n) (n 0’) n’ 
+52 ( Ps Pk 
n 


v2 (n’ n) — v? 


1 2v(n’ nN) ps 2’) Po (n’ jm\— 
v2 (n’ n) — j’ m’ 

In (39) bemerken wir gleich, daß in jedem Gliede auf der rechten Seite der 
erste Faktor eine Tensorkomponente der (auf molekülfeste Achsen bezogenen) 
optischen Polarisierbarkeit ist, bezeichnen wir die mit &,,, so haben wir 


v2 (n’ n) — v? 


und analoge Formeln für X33, X13, und Bezüglich der zweiten 
Faktoren in (39) sei nur erwähnt, daß man in den Theorien der drei betrachteten 
Effekte immer Produkte von solchen Gliedern über m zu summieren hat. Mit 
Hilfe der Regeln der Matrizenmultiplikation und der Invarianz der Spur der zu 
den Quantenzahlen (m, m’) gehörenden Unterdeterminante läßt es sich dann leicht 
zeigen, daß diese Summen in die klassisch berechneten Mittelwerte der Produkte 
der entsprechenden Richtungscosinus [multipliziert mit (25+ 1)] übergehen. 

Wir sehen also, daß man die klassische Theorie des Brechungsindexes, der De- 
polarisation und des Kerreffektes immer dann auch nach der Quantenmechanik 
rechtfertigen kann, wenn die Rotationsfrequenzen sehr klein im Verhältnis zu den 
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Elektronen- und Oszillationsfrequenzen sind. Bei zweiatomigen kein Wasser 
stoffatom enthaltenden und bei mehratomigen Molekülen wird das sicher immer 
der Fall sein, weil bei denen die Rotationsfrequenzen durchschnittlich um vier 
Größenordnungen kleiner als die Elektronenfrequenzen sind. Bei zweiatomigen 
Hydridmolekülen sind zwar die Rotationsfrequenzen größer, jedoch höchstens 


Wasserstoffmolekül, bei dem die in der Bandenspektroskopie benützte Konstante B, 
im Grundzustande den Wert 59,354 besitzt und das sogenannte Viellinierspektrum 
des Wasserstoffs eben deshalb ein so charakteristisch verschiedenes Aussehen 
von anderen Bandenspektren besitzt. Die Rotationsfrequenzen werden deshalb 
um nahezu zwei Größenordnungen größer, als in den Bandenspektren der schweren 
Moleküle. Allerdings verursacht auch diese Größenordnung der Rotationsfre- 
quenzen bei der gemachten Vernachlässigung nur einen Iproz. Fehler in den Fre- 
quenzen. Sehen wir uns jedoch die Formel (40) für die Komponenten der Polari- 
sierbarkeit im molekülfesten System an, so bemerken wir gleich, daß sich der 
Fehler in der auf mehrere Prozente erhöhen kann. Dazu kommt noch, daß man 
in der Theorie der betrachteten Effekte dann noch über 7 summiert, was wieder mit 
der gleichen Vernachlässigung verbunden ist. Die genaue Berechnung des bei der 
klassischen Berechnung der Anisotropie begangenen Fehlers wäre zwar mit großen 
Schwierigkeiten verbunden, unsere Abschätzung zeigt jedoch, daß dieser Fehler 
nicht mehr vernachlässigbar klein werden kann. Der im Anfang diees Paragraphen 
gemachte Vergleich beweist außerdem, daß infolge des erwähnten Fehlers man die 
Anisotropie aus den experimentellen Daten immer zu klein berechnet und die 
Berücksichtigung dieses Umstandes zeigt, daß die von Bell und Long gefundene 
Diskrepanz demzufolge noch krasser wird und deshalb um so mehr nur mit Hilfe 
des hier besprochenen Gedankenganges erklärt werden kann. 
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Entgegen der von Bopp und Sommerfeld kürzlich gegebenen Behandlung 
wird eine Darstellung der Maxwellschen Spannungen, vorgelegt, welche von 
den der Messung zugänglichen Größen ausgeht und sich im Grundsätzlichen an 


die Auffassung von Emil Cohn anschließt. 


Sommerfeld und Bopp!) diskutieren die Kräfte auf permanente Magnete. 
Da ich nicht mit allen ihren Schlußfolgerungen einverstanden bin, möchte ich 
kurz zusammenstellen, wie ich das Problem sehe. 

In permanenten Magneten gilt 


B=uH+M. (1) 
Hier ist u die reversible Permeabilität, M die permanente Magnetisierung. 


Beide Größen sind der Messung zugängliche Konstanten des Magneten. Wir 
können (1) auch in der Form schreibert a 


B= H+ H+ (’) 
Dann ist M die permanente, (u—1)H die induzierte Magnetisierung, voraus- 


gesetzt, daß der Magnet sich im Vakuum befindet. Ist seine Umgebung polarisier- 
bar,-und besitzt sie die Permeabilität a wollen wir 


schreiben und (u— u)Ä die induzierte Magnetisierung RR 
J=M+(u—u)H (2) 


nennt man schlechtweg Magnetisierung. Hertz sprach von freier Magnetisierung. 
Sie ist die Summe von wahrer und induzierter Magnetisierung. 

Was die Messung der beiden Konstanten u und M anbetrifft, so kann man z. B. 
folgende Versuchsanordnung benutzen: der Magnet befinde sich im Innern zweier 
langer koaxialer Spulen, von denen die zweite mit einem ballistischen Galvano- 
meter verbunden ist. In der ersten fließe zunächst kein Strom.‘ Zieht man den 
Magneten plötzlich aus dem ost-westlich orientierten Spulenpaar heraus (ost- 
westlich, damit das Erdfeld nicht wirkt), so mißt man nach (1’) MV (V Volumen 
des Magneten)?). Schließt oder öffnet man in der ersten Spule einen Strom, 


1) A. Sommerfeld u. F. Bopp, Ann. Physik (6) 8, 41 (1950). 
*) Hierzu ist später noch eine Bemerkung zu machen, da genau genommen wegen der 
Entmagnetisierung H = 0 ist. 
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während der Magnet sich im Innern befindet, sowie, während er nicht in der Spule © 
ist, so gibt die Differenz beider Ausschläge (u — 1) HV. Es zeigt sich dabei, da8 y 
je nach dem Material Werte von 30 — 60 hat*). Ein absolut harter, d.h. nicht 
induzierbarer Magnet (u = 1) existiert nicht. Daß trotzdem die Vernachlässigung 
des induzierten Moments einen recht genauen Wert gibt, liegt daran, daß bei be- 
kannten Versuchsanordnungen (Gausssche Methode der Messung von M/H 
und M - H) der Faktor H (das fremde Feld) sehr klein ist und nicht der andere 
Faktor (u — 1). Bei großer Genauigkeit hat man allerdings zu berücksichtigen, 
daß bei der M - H-Bestimmung der Magnet im Meridian liegt, während er bei der 
M/H-Bestimmung ost-westlich orientiert ist. Im ersten Falle ist M die Summe 
des permanenten und des von der Horizontalintensität induzierten Moments, im 
zweiten Falle induziert das Erdfeld wegen der gestreckten Form des Magneten 
ein nur sehr schwaches Quermoment. 

Um die wirkenden Kräfte zu berechnen, hat man aus den Maxwellschen 
Gleichungen in bekannter Weise das Energieintegral zu bilden. Dabei wird die 
Energiedichte 

wo=fH-dB, (3) 
wobei B allgemein die Form (1) hat. Im Innern des Magneten gelten die Kon- 
stanten M und u, die den Magneten charakterisieren, außen ist M = 0, und u hat 
den der Umgebung entsprechenden Wert. 

Setzt man (1) in (3) ein, ergibt sich 

o=4#uH? 
und nicht etwa = 4H: B. 
Aus (4) leitet sich eindeutig die Kraft auf die Volumeinheit ab 


grad u. 


Tee = (Hz — Hy — Hi); Tey = He Hy usw. (6) 


d. h. der Spannungstensor ergibt sich als symmetrisch. 

Wir kénnen demnach weder den Sommerfeld-Boppschen Ansatz (8) 
T 2 = }(H, B,—H, B,—H, B,) usw. anerkennen noch den modifizierten Tensor 
(deren Gl. (13)). In (6) bedeutet im Innern, wir wiederholen es, u die (reversible) 
Permeabilität des Magneten, im Außenraum die para- oder diamagnetische Perme- 
abilität seiner Umgebung. 

Am Rande sei übrigens bemerkt, daß ich aus demselben Grunde nicht die Kraft- 


dichte auf einen durchströmten Magneten j= i, . By (Sommerfeld-Bopp Gl.(3)) 


fiir richtig halte, sondern j= lies u H 1%). 

Handelt es sich um den wichtigsten und wohl allein der Erfahrung zugänglichen 
Fall, daß der permanente Magnet starr ist, braucht man nur die Gesamtkraft 
f jdt und das Drehmoment f ca dr zu ermitteln, d. h. man darf den Span- 
nungen (6) die Spannungen 

(Hz — Hy — 2) usw. M 
3) Bei den modernen Magnetstählen ist allerdings u wesentlich kleiner (3 bis 4). 
4) Siehe R. Gans, Physik. Z. 12, 806 (1911); jedoch ist, wie man dort sieht, die 


Wechselwirkung zwischen dem Strom und dem äußeren Feld-ein wenig komplizierter als 
es nach obiger Formel scheint. 
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* überlagern, weil diese auf der Hüllfläche verschwinden (z, Permeabilität der Um- 
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gebung). Die Spannungen 7',, + 7, =}, (Hz — H,—H;) geben also das 
richtige Resultat, und dementsprechend ist die Kraftdichte 


fe == fi H divH (8) 
der Kraftdichte (5) äquivalent. 

Nun liege als besonderer Fall, wie bei Sommerfeld-Bopp, ein in Richtung 
seiner großen Achse permanent magnetisiertes verlängertes Rotationsellipsoid 
vor. Wir legen die x-Achse in Richtung der magnetischen Achse und berechnen 
das Drehmoment um die z-Achse 


9,= (9) 
Ist H im Innern des Magneten konstant, wird mittels (8) und (1”) wegen 


divB=0 
0, = —H, [ydivJdr+H, fxdivd dr 


oder durch partielle Integration 


0, = (J,H,—J,H,) V. (10) 
Nun können wir noch einen weiteren Schritt tun: wir können das wahre Feld H 
im Innern des Ellipsoids durch das homogene Feld H, ersetzen, welches am Orte 
des Ellipsoids herrschte, ehe wir das Ellipsoid dorthin gebracht hatten, so daß 
sich 


9, (J, H,, —J, V (11) 


ergibt. Berechtigt sind wir dazu, weil die auf dem Magneten induzierten Mengen 
bei einer virtuellen Verschiebung des starren Magneten nichts zur virtuellen Arbeit 
beitragen. Bedingung dafür ist allerdings, daß keine Eisenkörper (der feld- 
erzeugende Elektromagnet) in der Nähe des Ellipsoids sich befinden, in denen 
Magnetismus influenziert werden könnte. Formel (11) hat eine viel weiter- 
gehende Gültigkeit. Das Ellipsoid könnte aus beliebigem ferromagnetischem 
Material bestehen, ja sogar anisotrop sein und brauchte kein permanenter Magnet 
im Sinne der Formel (2) zu sein. 

Ist er es, so können wir in (11) J durch M und H, sowie u und zu, ausdrücken. 
Dazu benutzen wir das dem Magnetiker wohlbekannte Resultat einer Randwert- 
aufgabe®). Danach ist, auch allgemein, und nicht ed ™ permanente Magnete 


N und N’, die durch die Beziehung N + 2 N’ = 1 miteinander verknüpft sind, 
bedeuten die Entmagnetisierungskoeffizienten des Ellipsoids für Felder in der 
x-resp. y-Richtung. Sie hängen nur vom Verhältnis der großen zur kleinen Achse 
des Ellipsoids ab. 


5) Siehe z.B. R. Gans, Einführung in die Theorie des Magnetismus, Leipzig und 
Berlin 1908, S. 
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Setzt man die aus (2) folgenden Gleichungen, die nur für permanente Magnete 
gelten, 


M+ (u—m) J,=(u—u)H, _ (13) 
in (12) ein, so erhält man schließlich, wenn # den Winkel bezeichnet, den das 
Feld H, mit der großen Achse des Ellipsoids bildet, aus (11) 


M A, sind (u—-u)” Hi (N’ — NV) sin2d 


Der erste Term ist der Beitrag des permanenten Moments. Er unterscheidet 
sich vom elementaren Ausdruck durch den Nenner. Dieser erklärt sich dadurch, 
daß auch im feldfreien Raum (H, = 0) nach (12) ein Feld im Innern besteht, das 


seine Existenz der Entmagnetisierung verdankt. Man kann er Pr 

scheinbare wahre Moment nennen, welches man in Wirklichkeit bei der Gauß- I 
schen Methode oder bei der eingangs erwähnten Induktionsmethode mißt. Es ist stan 
eine vom fremden Feld unabhängige Konstante des Magneten, aber sie hängt mpe 
außer von Materialkonstanten von den Dimensionen, nämlich von N, ab. Der trisc 
zweite Term gibt Rechenschaft vom induzierten Moment. vert 

H, bedeutet in (14) das ursprüngliche Feld, ehe das Ellipsoid hineingebracht er d 
worden ist. Dieses nimmt im allgemeinen einen anderen Wert an, wenn man die leitu 
Permeabilität u, der Umgebung ändert. Well 


Der Sommerfeld-Boppsche Ansatz für die Spannungen 7',, gibt zwar die und 
Kraftdichte f nicht richtig wieder, wohl aber die Gesamtkraft und das Drehmoment nach 


auf einen starren Magneten, weil auf der Hüllfläche u inv, und M in 0 übergegangen weit 
sind, dagegen sollte man den Ansatz des modifizierten Spannungstensors (ihre lich‘ 
Gl. [13]) verwerfen; denn man muß wohl von den Spannungen verlangen, daß sie wird 


die Kräfte auf para- und diamagnetische deformierbare Körper (Flüssigkeiten und 
Gase) richtig wiedergeben. Für die Kräfte der Quinckeschen Steighöhenmethode 
gibt unser Ansatz als Zug nach oben 


p = H®, 


während aus den „modifizierten Spannungen“ }(u? — u?) H®, d. h. praktisch das : 
Doppelte folgen wiirde, was der Erfahrung widerspricht. 7s 
Der Inhalt der Arbeit von Sommerfeld und Ramberg?) ist mit obigem, und “a . 
zwar allgemeiner und, wie mir scheint, einfacher erledigt. u 
Zum Schluß sei bemerkt, daß mir die bei Sommerfeld und Bopp zitierten Bm 
Veröffentlichungen von Kneissler und Döring unzugänglich sind, und daß die er ri 
vorliegende Arbeit nichts Neues gegenüber dem enthält, was Cohn in seinem sg 
Buch’) auseinandergesetzt hat. 
6) A. Sommerfeld u. E. Ramberg, Ann. Physik (6) 8, 46 (1950). mir 


7) E. Cohn, Das elektromagnetische Feld, Leipzig 1900. Mir steht nur die 1. Auflage Jahr 


City Bell, Rep. Argentina. 


(Bei der Redaktion eingegangen am 23. August 1951.) 
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Die konzentrische Hohlleitung als Meßinstrument 
im Dezimeterwellengebiet') 


Von H. Jungnickel und H. Falkenhagen 
(Mit 6 Abbildungen) 


Inhaltsübersicht 


Es wird eine Methode zur Bestimmung der komplexen Dielektrizitätskon- 
stanten und Permeabilitäten im Bereich der Dezimeterwellen in theoretischer und 
experimenteller Hinsicht diskutiert. Die Bestimmung erfolgt an in eine, konzen- 
trische Hohlleitung eingeführten Meßproben. Es wird zunächst die Spannungs- 
verteilung in der Meßleitung untersucht und es werden die Reflexionsfaktoren 
an der Meßprobe und an den Abschlußstempeln ermittelt. Mit Hilfe der Fern- 
leitungs- und der Vierpoltheorie werden aus den Reflexionsfaktoren über den 
Wellenwiderstand und die Fortpflanzungskonstante die Dielektrizitätskonstante 
und die Permeabilität ermittelt. Hierbei wird zunächst die Eigendämpfung ver- 
nachlässigt und mit Kurzschluß- und Leerlaufabschluß gearbeitet. In einem 
weiteren Kapitel wird das Verfahren auf beliebige Abschlüsse ausgedehnt. Schließ- 
lich wird eine Methode zur Bestimmung der Eigendämpfung gegeben. Abschließend 


wird die beschrieben. 


Einleitende Bemerkungen 


Im Gebiet der quasioptischen Wellen, in dem die rein optischen Meßmethoden 
noch nicht anwendbar sind und die rein hochfrequenztechnischen äußerst schwierig 
zu handhaben sind, muß durch Modifikation beider Methoden ein Mittelweg ge- 
funden werden. Denn gerade in diesem Gebiete sind Messungen der Scheinwider- 
stände, Reflexionsfaktoren und Materialkonstanten für Wissenschaft und Technik 
von großer Bedeutung. Der Grundlagenforschung kann die Bestimmung der 
elektrischen und magnetischen Konstanten im Dezimeter- und Zentimeterwellen- 


1) Die Arbeit ist ein Auszug aus der Dissertation von Jungnickel, die in dem von 
mir geleiteten Institut für theoretische Physik der Technischen Hochschule Dresden im 
Jahre 1944 abgeschlossen wurde und über die damals in einem gemeinsam mit Herrn Bark- 
hausen durchgeführten Kolloquium vorgetragen wurde. Diese Dissertation sollte in 
mehreren Teilen in den Reichsberichten für Physik (herausgegeben von Gerlach) ver- 
öffentlicht werden, die Veröffentlichung kam jedoch infolge der Ereignisse des Jahres 
1945 nicht mehr zustande. Da neuerdings die mit dieser Arbeit im Zusammenhang 

stehenden Probleme sehr akut sind (s. F.W. Gundlach, Grundlagen der Höchstfrequenz- 
, Springer 1950. Hier befinden sich zahlreiche Literaturangaben), habe ich mich 
entschlossen, diesen Auszug aus der Dissertation jetzt noch zu publizieren. Wertvolle 
Diskussionen mit meinem Schüler und langjährigen Mitarbeiter Dr. Chr. Bachem 
(Konstanz) habe ich dankend zu erwähnen. H. Falkenhagen. 


Ann. Physik. 6. Folge, 23 
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gebiet wertvolle Dienste leisten, beispielsweise bei der Struktur der Flüssigkeiten 
elektrolytischer Lösungen?) usw. 

Von seiten der reinen Wissenschaft ist schon frühzeitig versucht, in dieses 
Wellengebiet einzudringen. Paul Drude®°) hat im Jahre 1897 den Weg gewiesen. 
Die zweite Drudesche Methode enthält alle die Merkmale, die auch die heute ange- 
wandten Verfahren kennzeichnen. Spätere Arbeiten von O. Schmidt‘) und 
M. J. O. Strutt5) wandeln die zweite Drudesche Methode ab und spezialisieren 
sie auf die Bestimmung komplexer Widerstände im Kurzwellengebiet. 

Bei allen diesen Methoden wird das Paralleldrahtsystem in Form des Lecher- 
schen Drahtwellenkreises®) benutzt. Im Gebiet der Dezimeter- und Zentimeter- 
wellen nimmt die Eigendämpfung dieses Systemes infolge der Ohmschen Verluste 
und der Strahlung sehr rasch zu. Eine auch nur näherungsweise verlustfreie Be- 
handlung ist daher nicht möglich. Diese Schwierigkeiten umgeht man bei der 
Verwendung einer konzentrischen Hohlleitung. Die Ohmschen Verluste werden 
hier infolge der viel größeren Leiteroberfläche wesentlich verringert und die Strah- 
lungsverluste sogar gänzlich vermieden. Im Folgenden soll mit den Hilfsmitteln 
der Fernleitungs- und Vierpoltheorie ein Verfahren zur Messung der komplexen 
Dielektrizitätskonstanten und Permeabilitäten gegeben werden. Mit der dabei 
angegebenen Leitungsanordnung kann die Dämpfung bis zu Wellenlängen von 
10 cm nahezu vernachlässigt werden. Wir gehen daher von der dämpfungsfreien 
Leitung aus, eine einfach anzubringende Korrektur gestattet es aber auch, die 
Dämpfung mit zu berücksichtigen. Bei noch kürzeren Wellen erscheint es aller- 
dings notwendig, die Eigendämpfung exakter zu berücksichtigen, da man in diesem 
Gebiet gezwungen ist, zu kleineren Leiterquerschnitten überzugehen, um die stö- 
renden Hohlraumschwingungen zu vermeiden. Damit treten wieder größere Ver- 
luste auf, der Vektor der Energieströmung liegt nicht mehr nahezu parallel zur 
Rohrachse. Es entsteht ein elektrisches Feld in Richtung des Rohres und die 
im Folgenden vorausgesetzte senkrechte Inzidenz der elektromagnetischen Wellen 


‘ ist nicht mehr gegeben. Die Fortsetzung der Arbeit für solche Fälle ist geplant. 


1. Berechnung der Spannungsverteilung und Ermittlung der Reflexionsfaktoren 
Zur Ableitung der theoretischen Grundlagen wird eine Meßanordnung zugrunde 
gelegt, die in der Abb. 1 schematisch dargestellt ist. Sie besteht aus drei Teilen: 
1. Der Resonanzleitung als eigentlichen Meßleitung. Sie wird begrenzt vom 
Abschlußstempel # und der der Resonanzleitung zugekehrten Seite der MeBprobeA. 


& Cc D AF 


| von E wird bei C die elektrische 

Pa 2) H. Falkenhagen, Elektro- 

3 —— — lyte. S. Hirzel, Leipzig 1932, oder 

k—— Resonanzleitung ————» AbschluBleitung H. Falkenhagen, Electrolytes. Ox- 
Pr Pı Pa ford, Clarendon Press 1934 (2. Auf- 


lage in Vorbereitung). 

3) P. Drude, Eine Methode 
zur Messung der Dielektrizitats- 
konstanten und der dielektrischen 
Absorption vermittels elektrischer Drahtwellen. Wied. Ann. 6, 466 (1897). 

*) O. Schmidt, Das Paralleldrahtsystem als Meßinstrument in der Kurzweller- 
technik, Hochfrequenztechn. y. Elektroak. 41, 3 (1933). 

5) K. S. Knol u. M. S. O. Strutt, Uber ein Verfahren zur Messung komplexer Leit- 
werte im Dezimeterwellengebiet, Physica IX, 577 (1942). 

*) E. Lecher, Eine Studie über elektrische Resonanzerscheinungen, Wied. Ann. 
850 (1890). 3 


Abb. 1. 
Schematische Darstellung der Meßanordnung 
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resultieren: 
von links nach rechts: - von rechts nach links: 
) Da Mes e 38-2) py u, er... 2) 


Energie eingekoppelt und die Spannung U, erregt. Mit Hilfe des verschiebbaren 
Detektors D kann die Spannung U, im Abstande x von A und damit die 
Spannungsverteilung im Resonanzrohr gemessen werden. 

2. Der MeBprobe. Sie hat die Dicke d und ‘erstreckt sich von A—F. Dieses 
Leitungsstiick wird als Vierpol betrachtet. Seine Ubertragungseigenschaften 
werden ermittelt. 

3. Der AbschluBleitung. Ihre Länge ist 1, sie wird durch die MeBprobe bei F 
einerseits und ihren verschiebbaren Abschlußstempel B andererseits begrenzt 
und dient zur Einstellung beliebiger verlustloser Abschlußwiderstände. 

Wird in dieser Meßanordnung bei C eine elektromagnetische Welle erregt, so 
wird sich diese nach E und A hin ausbreiten. Sie trifft dabei senkrecht auf die 
Grenzschichten bei E, A, F und B auf. Ein Teil wird in das zweite Medium nach 
den Grenzbedingungen der Maxwellschen Theorie stetig übergehen, während 
der andere Teil an der Oberfläche bereits mit einem Phasensprung reflektiert wird. 
Der Anteil der reflektierten Welle richtet sich nach der Leitfähigkeit sowie nach 
dem Verhältnis der Permeabilität zur Dielektrizitätskonstahten. Die Welle kann 
das Rohr vermöge wiederholter Reflexion mehrmals durchlaufen bis sie abge- 
klungen ist. Sofern ein Medium Absorption aufweist, wird auch ein Teil der Energie 
in.Wärme umgewandelt. Summiert man die Einzelanteile der zurückkommenden 
Welle nach Betrag und Phase und setzt sie mit der ursprünglich einfallenden Welle 


ins Verhältnis, so erhält man den Reflexionsfaktor. Es seien p, bzw. pg die Re- 


flexionsfaktoren der Probe bzw. des Abschlußstempels der Resonanzleitung, 
p4 bzw. Pr seien ihre Beträge und p bzw. x ihre Phasen. Da es sich zeigen wird, 
daß über die optische Konstante n =n + jk (komplexer hang und 
die Konstanten der Fernleitungstheorie 3, und y, ein Zusammenhang zwischen p 
und der komplexen Dielektrizitätskonstanten e=e’ + je” und der komplexen 
Permeabilität u = w’ + ju" besteht, ist zunächst die Spannungsverteilung im 
Resonanzrohr zu messen. Hieraus sind dann die Reflexionsfaktoren zu ermitteln. 
Von Störungen, die durch die Einkoppelung und durch den Detektor bedingt sind, 
soll zunächst abgesehen werden. Sie werden später bei der Ermittlung der Eigen- 
dämpfung mit erfaßt. Wird in C die Spannung U, erregt, so ergibt sich die Span- 
nung in irgendeinem Punkt des Resonanzrohres zu 

U = pep’ We", 
wo v’ und » positive ganze Zahlen sind und die Anzahl der erfolgten Reflexionen 
angeben, v ist der gesamte von der Welle seit der Erregung durchlaufene Weg 
und y = B+ j«& ist die Fortpflanzungskonstante. 


Es interessiert die Erregung U, in D. Aus der nach E von C ablaufenden Welle 


Aus der nach A ende Welle resultieren: 
von links nach rechts: von rechts nach links: 
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Summiert man jeweils, so ergeben sich unendliche geometrische Reihen mit dem 


gemeinsamen Quotienten |p4 pg e*”*| < 1. 
Daraus ergeben sich folgende Summen 


Die Spannung im Punkte D ergibt sich dann aus der Summierung zu 
> 
Up = Se + 
oder wie man leicht sieht: 
Up = 2 
1 PıPpze 


Diese Spannungsverteilung gilt nur für den Raum CA. Der andere Teil ließe 
sich auch leicht ermitteln, wird aber im Folgenden nicht benötigt. 
Es soll zunächst der Fall der ungedämpften Leitung behandelt werden, hier 


sei py = —1 und y= ja. Es folgt: 


1 Pa (P- 205) (2) 
Es soll nun nur der Detektor D verschoben werden; somit sind in (2) nur die 
Glieder mit x veränderlich. Alle anderen werden in fl, zusammengefaßt; dann 
folgt Up, = Ry (1 + 
Die wirklich im Rohr meßbare Spannung ergibt sich hieraus durch Betragsbildung 
|Up, «| = V1 + 2 cos @ — 2a 2) + pi. (3) 
Wird insbesondere auch p, = — 1, so folgt: : 
|Up, o| = /2 —2 cos 2a x = 2 sina x, 
was zu erwarten war. 
Hält man D fest und verändert die Länge s des Resonanzrohres, so wird sich 


die Spannungsverteilung ändern. In (2) sind jetzt nur die Größen variabel, die 8 
enthalten. Es folgt analog 


Up = Uy 


Un,, = 1+ 2,0%" 2as8) 4 
mit dem Betrag 
1 | 
= (5) 
Un,. V1+ 2 p,cos(p —2a8) + ph 
und für den Sonderfall py = --1 
(Up, 2sinas 


Da fiir den Detektor quadratische Gleichrichtung vorausgesetzt wird, interessieren 
in beiden Fällen die Quadrate der Beträge, also 
= (1 + 2. p4 cos (p —2.0 2) + py) (da) 
und 
IR]? 


|Up, = 1+ 2p, cos (p —2a2) + py 
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dem 


Um einen Überblick über den Spannungsverlauf in beiden Fällen zu geben, a 
wurde in (4a) und (5a) |§,|* baw. |&,|? = 1 und = 0 und die Spannungsver- 
teilung für verschiedene 


p, ausgerechnet. Die 
Abb. 2 und Abb. 3 zeigen 2 ~~ 
die Spannungsverteilung [Uy] 128) 
als Funktion von 2« x 3 
bzw. 2xs. Wie man sieht, f 9 ; 
ist die Spannungsvertei- la > 
lung für variables x der 
fiir variables s reziprok. 102 | NAY 
(1 pı= erfolgt aus 
meßtechnischen Gründen 
ieße durch Aufsuchen der 
Spannungsminima ~ bei 30° 60° 90° 120° 150° 180° 210° 240° 
hier konstanter Länge der —2ax 
Resonanzleitung durch Abb. 2. Zur Spannungsverteilung 
Verschieben des Detek- abet 
(2) tors D. Die Minima ergeben sich sofort a aus der Gl. (4a) für 57 ie 
9—-2ax=nn,won=1,3,5,... 
die Setzt man also n = 2k +- 1, so ergibt sich fiir die Phase m von py BE: zen 
ann 
ng Unter Einführung der Wellenlänge A der elektromagnetischen Welle folgt, daa = = 2 
(3) y= x(2 k+1+q%), (6) 7; 
wo x, das k-te Minimum in der Meßleitung 
angibt. 
Zur Ermittlung des Betrages p, des F 
ich Reflexionsfaktors wird die Spannung an | " \ 
es zwei verschiedenen Stellen der MeBleitung 
gemessen und der Quotient Q aus beiden | ’ 
Spannungen gebildet. Besonders einfach Wy, A I \\ 
wird die Rechnung, wenn man für die eine r 
Meßstelle ein Minimum wählt. Die beiden t i 
= Meßstellen seien x, und x, + A. Wegen / | \ 
9) der quadratischen Anzeige der Meßvor- 
richtung ist folgender Ausdruck meßbar 2 03 
Q? = Z 02 
sr; Setzt man in obigen Ausdsuck die t 
aus (4a) sich ergebenden Werte ein, wobei 
a) man den in (6) für g abgeleiteten Wert 
beriicksichtigt, so folgt 90° 120° 150° 180° 210° 240° 270° 


Q? = 


1+ 2 p,cos2a/A + Abb. 3. Zur Spannungsverteilung 


. 


> 
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Hieraus ergibt sich durch Umformung 

Sac cos 2« A / 1 — Q@? cos 2 « A\? 


(7) 


Die Shine über das Vorzeichen vor der Wurzel auf der linken Seite 
von (7) ergibt sich jeweils aus der Forderung, daß sowohl Q als auch p, kleiner 
als 1 sein miissen. 

Besondere Fälle: 


Wählt man A = T 4 (2, Meßstelle ist ein Maximum), so wird wegen x = = 
2xA=n, also cos es = 1; dann folgt aus (7) 


Die zweite Möglichkeit besteht darin, Q vorzugeben und den sehe Ab- 
stand der Detektorstellen aufzusuchen. Sei Q? = } gewählt, so heiße der zuge- 
hörige Abstand 5 (halbe Knotenbreite). Es folgt sofort aus (7) 


Pa = 2—cos2ab— |/(2—cos20b)?—1. (7b) 
‘Somit ist der Reflexionsfaktor p 4 nach Betrag und Phase durch die Formeln (6) 
und (7) gegeben. 


Die Ermittlung des Reflexionsfaktors py des Abschlußkolbens der Resonanz- 
leitung erfolgt über das Produkt 


PEPA = 
Der Weg zur Ermittlung von Phase und Betrag von py p, ist dem ähnlich, der zur 
Ermittlung von p, geführt hat. 
Ausgangspunkt bildet die Gl. (1). Es wird die Länge der Resonanzleitung 
variiert. Dann sind f und x = x, konstant und s ist variabel. Faßt man die kon- 
stanten Glieder zu © zusammen, so folgt aus (1) sofort 


ey 


: 
1—p,ppe*”* 


70,8 


Setzt man wieder y =jx und geht zu Beträgen über und ih, so folgt 


1 


= 


(8) 


Aus meßtechnischen Gründen werden diesmal die Maxima bev orzugt. Wie man 
aus (8) unmittelbar sieht, liegen soléhe vor für Vena 


firn=0,2,4... 


Damit ergibt sich für die Phase von p, py, wennn = 2k, 
tp=2nk+2xsp 


oder wegen x = ne folgt 


= 
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Zur Ermittlung des Betrages von py, pg mißt man die Spannung bei Resonanz- 
stellung der Leitung (s = sg) und bei Verstimmung um h(s = sp+h). Wird 
insbesondere die Verstimmung h so EN daß 


ist, so heißt A die halbe Halbwertsbreite. 


Setzt man in obige Gleichung die sich aus (8) ergebenden Werte ein unter 
Berücksichtigung der durch (9) bestimmten Werte der Phase, so ergibt sich 


9 1-2 pape cos2ah + pi pe 


1—2pspet+ Pare’ 
woraus folgt: 


Damit sind Betrag und Phase von p, pg bekannt. Da die entsprechenden Werte 
von p, bereits ermittelt wurden, läßt sich pz berechnen. 
er 
2%. Ermittlung von e und aus den Reflexionstaktoren 
mittels Leerlauf- und Kurzschlußmessungen 


(10) 


Nachdem Methoden beschrieben wurden, um aus der gemessenen Spannungs- 
verteilung die Reflexionsfaktoren zu ermitteln, soll nun gezeigt werden, wie sich 
aus der Kenntnis des Reflexionsfaktors einer in die Hohlleitung eingefiihrten ring- 
förmigen MeBprobe deren komplexe Dielektrizitätskonstante =e’ + 7 und 
komplexe Permeabilität u = u’ + ju” ermitteln lassen. Zunächst soll dabei 
nur Kurzschluß und Leerlauf zugrunde gelegt werden. Die Erweiterung auf be- 
liebige Abschlüsse wird im folgenden Kapitel gegeben. 

Außer den bereits angeführten Symbolen werden im Folgenden noch die 
weiteren Symbole eingeführt: 


3 = Wellenwiderstand des Rohres ohne MeBprobe | 
3’ = Wellenwiderstand des Rohres mit Meßprobe za 
Bo = Wellenwiderstand des unbegrenzten Mediums 
335 — Übertragungsmaß (Indizes wie bei Wellenwiderstand) 


= %, = Eingangsscheinwiderstand des belasteten Rohrstückes A—P 
im Kurzschluß 
YW, = desgl. im Leerlauf 
ss WB, = Eingangsscheinwiderstand einer unbegrenzten Platte der 
a Dicke d im Kurzschluß 
Bz, = desgl. im Leerlauf 


N = Eingangsscheinwiderstand der Doppelschicht A—B 
NR, = Eingangsscheinwiderstand der gleichen aber seitlich unbe- 
grenzten Doppelschicht. 


Zur Abkürzung soll gesetzt werden 
Pan und = Pr- 


Nach der Theorie der Fernleitungen gilt dann: 


(7) 
Deite 
leiner 
2x 
= 
| 
(7a) 
| Ab- 
uge- 
. 
n (6) 
anz- 
a 
zur | 
u 
£ 
an 
4 | 
at 


‘Unter Berücksichtigung, daß 
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In der Vierpoltheorie wird gezeigt, daß 


B, = 3 Tang g’ = 3’ Tangy’ d 
BW, = 3’ Cotang g’ = 3 Cotang y’ d. 


Da 


und fiir ungedimpftes Rohr 
a 
= 3.3 und y’=y% dh. g’=Q 
sind, folgt nach einigen Umrechnungen 
De 
Bo Tang und ZoGotg yod = ; | ™ 
#ı 
daraus ergibt sich 
/(Pe 
n 12 
da nun = ja Vne= = janist, won =3 , folgt, da 3, Me 
: 
i . Aus den Formeln (11) bis (14) ergibt sich ein einfaches Auswertverfahren, um = 
é und uw aus Leerlauf- und KurzschluBmessungen zu ermitteln. Die Erfahrung 
zeigt jedoch, daß bei ungünstigen Dimensionen der Meßprobe größere Fehler und 
Meßschwierigkeiten auftreten können. Diese lassen sich umgehen, wenn man 
statt Kurzschluß und Leerlauf beliebige Abschlußwiderstände benutzt. i 
3. Erweiterung der Theorie auf beliebige Abschlüsse 
Zur Erweiterung der Theorie auf beliebige Abschlüsse wird der Abschluß- I 
widerstand R, der sich aus Meßprobe und Abschlußleitung zusammensetzt, als 
kurzgeschlossene Doppelschicht aufgefaßt. R berechnet sich dann aus der Ver- 
kettung der zugehörigen Vierpolmatrizen’). 
Die Matrix des Rohrstückes mit MeBprobe lautet: é H 
Cofg 3 Sing 
1/3 Sing’ Cojg 
?) R. Feldtkeller, Einführung in die Vierpoltheorie der elektrischen Nachrichten- 
technik. S. Hirzel 1948. 


2 
1 


(11) 


(12) 


als 
ler- 


en- 


und 


Die Matrix der Abschlußleitung lautet: 


Cof g 3 Sing 
1/8 Sing Cofgi 
|Gofg’ Sing’ |Cofg ZEing] ju, 0 
Ging’ g’ | vg Ging Gof I, 


Da die AbschluBleitung durch den Kolben B stets kurzgeschlossen ist, wird U, = 0. 
Damit ergibt sich 


wol 3 Gof gy’ Sing + 3’ Sing’ Cojg; 0 
Jı 0) Sing’ Sing + Cojg’Gofg; Of 


Der Eingangsscheinwiderstand des gesamten Abschlusses wird: 


J; 8/3’ Sing’ Sing + Cof g’ 

Wegen 3’ = a 3 und nach Division mit &of g’ Cof g folet: 
R . Tangg+ Bo Tangg’ 


3 1/8 Tangg Tangg’ + 1° 

— act also s->. somit 

I+p_ Zangg+ Bo Tang g’ 

1—p 18 Tangg Tangg’ + 1° 

Die Unbekannten dieser Gleichung sind 3, und g’ = qo, daher müssen zwei 
Messungen mit gleicher Probe und verschiedenen Abschlußwiderständen durch- 
geführt werden, bei denen die Reflexionsfaktoren entsprechend p, und p, sind. Hierzu 
gehören zwei Werte g, und gp. 

Fiihrt man noch ein: 


1 a 1+ 
so ergibt sich 
Tang J; + Bo Tang go 


1/8 Tangg, Tang g, + 1 
RK Tang Jo + Bo Tang go 
Zang go Tang gy + 1° 

Wird analog zur Vierpoltheorie gesetzt: 


Bo Tangy, —W,, und ZGotgg—By 


so folgt: 
Tang g, + B,, Tang go + B,, 
1/®,, Zang g, + 1 1/B,, Tang +1 
Hieraus ergeben sich die beiden Unbekannten ®,, und ®,, gemäß 
R — Ror Roe (Tang g, — Tang 9.) — Tang g, Tang 95 (Hor — Roo) 
Ror Tang 9, — Ros Tang 9, 


1 _ (Tang g, — Tang 9) — (Ror — Roa) , 
Stor — 9. 


= und Rp. = 
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durch Einsetzen der entsprechenden Ry, und Ry, ergibt ] 
Tang go = (19) dik 
Mit Hilfe der Gin. (16) bis (19) lassen sich ¢ und berechnen. 
Wegen ß = 0 ist g = yl = jal und daher ty va ake 
1 
ave Tanggı = jtangal,; = —jceotgal sei, 
‘ | 
Somit gehen (16) und (17) über in - —jcotg al, de ergi 
Bu = cotgal,  cotga Wir 
und : und 
__ tg al, —tgal, + (Ror — Ros) (17a Roh 
B,, Ro te xl; — Rog teal, ) 

Diese Formeln vereinfachen sich wesentlich, falls x J die Werte 0,5, 5 oder 3 

we animmt. Wie man sich leicht überzeugen kann, sind die im zweiten Kapitel be- 

a handelten Fälle Kurzschluß (x 1 = 0) und Leerlauf (al = +) in (16a) und (17a) wo 
23 enthalten. Mit Hilfe der so gewonnenen mannigfaltigen Meßmöglichkeiten lassen Gel 
Ye sich viele Schwierigkeiten umgehen und die Genauigkeit steigern. re 

Im Vorhergehenden wurde gezeigt, welche Möglichkeiten sich ergeben, wenn 
+ die Länge der Abschlußleitung willkürlich festgelegt wird und der Betrag und 
BER die Phase des Reflexionsfaktors der Doppelschicht ermittelt werden. und 


Weitere Variationen der Messung ergeben sich durch willkürliche Festlegung 


= der Phase und Messung der Länge / der AbschluBleitung sowie des seit: P Die 
bas: 7 Stellt man nämlich die Strecke s auf ein Vielfaches v 
De dem Anschlußkolben B auf Resonanz ab, so wird erreicht, a. bei A ein Spannungs- 


knoten liegt. Damit wird@ = und py, reell. Entsprechend läßt sich erreichen, 
daß die Phase des Reflexionsfaktors 9 = 0 und p, ebenfalls reell wird. In diesem 


Falle liegt bei A ein Spannungsbauch. Die reellen Reflexionsfaktoren vereinfachen (21) 
die numerische Auswertung wesentlich. Liegen insbesondere Stoffe vor, deren schi 
Verluste zu vernachlässigen sind, bei denen also nur e’ und w’ ermittelt werden auf, 
sollen, so ergeben sich weitere Vereinfachungen. Es werden dabei sich 
auc 
B,,=—jtgal, Br =—jtgal, ung 
und somit sin. 


30= V—teal,-tgal, und tgid= 


wie 


‘Ga 
hes 3 
= 
€ 


gibt 


(18) 
(19) 


16a) 
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Es liegt nahe, auch den Betrag des Reflexionsfaktors willkürlich festzulegen 
und die Phase von py, sowie die Länge / zu bestimmen. Die meßtechnischen Mög- 
lichkeiten, die sich hieraus ergeben, sind aber unwesentlich und sollen hier nr! 
diskutiert werden. 
4. Berücksichtigung der Eigendämpfung 
Bei allen bisherigen Ableitungen wurde die Eigendämpfung vernachlässigt. 
Es wurde aber bereits eingangs darauf hingewiesen, daß es durchaus notwendig 
sei, in manchen Fällen die Eigendämpfung zu kennen. Es soll daher im Folgenden 
entwickelt werden, wie die Eigendämpfung ß bestimmt werden kann. 
Den Ausgangspunkt der Betrachtung bildet Formel (1). 
Führt man hier p, = e?* und py = e?® ein und erweitert mit e(*+®+r, so 
ergibt sie oh 
Wird hier eingeführt a = i> und e = is , was gleichbedeutend ist mit p, = —1 
und py = —-1,soerhalt man analog wie im 1. Kapitel je eine Formel fiir variable 
Rohrlänge s und variable Detektorstellung x, wobei die konstanten Glieder in 
(la) entsprechend zusammengefaßt werden. a 
Es ergeben sich: 
und 
U, = 8, Siny x mty=ß+ja U,=R, Sin(ar+ jf 2) 
Geht man zu den Beträgen über und quadriert, so erhält man: 
Sin? Bs + sin? as (20) 
und 
= (Sin? B + sin? x). \ (21) 
Die auf Extrema gibt solche fiir: 
\U,|? falls + asin2as=0 (22) 
\U,|? falls Sin 2B a+ asin2aa=0. 
In der Abb. 4 sind die gem. 23:20 
(21) berechneten Werte für ver- Ako 
schiedene Leitungsdimpfung ß :0dor 
aufgetragen, wobei zu berück- =0)005 
sichtigen ist, daß der Parameter 8 \ \ \ 
auch in §, eingeht. Man sieht, 
daß selbst für relativ große 3:00 | \\ | IN 
Dämpfung die Lagen der Minima 
noch praktisch mit denen der Y 
ungedämpften Leitung identisch 
sind 50 40 30 20 10 0 
. ——x 


3 Untersucht endear; analog Abb. 4. Spannungsverteilung bei verschiedener 
wie in Kapitel 1 die halbe Halb- Leitungsdämpfung 2 40 cm 


i A 
i 
= 
17 a) x ay 
3a 
T 
be- 
17a) 
ssen 
enn 
und 
u 
g 
p 
mit 
ngs- 
- 
1en, 
sem q 
hen 
Tren 
den 
A 
ay 
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_ Gin® + Ay + sin? a (sth) 
Gin? Bs + sin?as 


_ wertsbreite h, also = 2, so erhält man 


sofern s die Länge der auf Resonanz abgestimmten Resonanzleitung ist. 
Wie nun die Gln. (22) und (23) aussagen, sind die Rohrlängen, bei denen die 
Spannung in D ein Maximum hat, mit den Entfernungen x, identisch, bei denen 
die Detektorspannung ein Minimum wird. 
Man kann daher in erster Näherung setzen 


=nn (n= 0,2,4,...); 


dann folgt aber 


2 Gin? Bs = Sin? B(s+h)+sintah, 

Nun kann für kleine Argumente, um die es sich hier ee handelt, 
_ der Sinus sowohl bei der Kreis- als auch bei der Hyperbelfugktion durch das Ar- 
_ gument ersetzt werden. Es ergibt sich 

; oth’, . 

woraus folgt: 

h? 


p= 
28 — (s + hy? 
oder, da man noch h gegen s vernachlässigen kann, 


A 


In der Abb. 5 (Kurve I) sind die Halbwertsbreiten in Abhängigkeit von ns 


ee ate an die bei A = 20 cm gemessen wurden. Legt man eine Gerade durch 
_ diese Punkte, so müßte sie nach Gl. (24a) durch den Koordinatenanfangspunkt 
gehen. Daß dies nicht 
der Fall ist, ist auf die 
Dämpfung, zurückzufüh- 
> ren, die durch die beiden 
Kolben hervorgerufen 
wird. Ersetzt man den 


einen Kolben durch eine 
= Extrapolation 
| 


A=2/cm gut angepreBte Silber- 
I:Rohrmit Kolben Bobgeschossen | platte, so kann man die 
Z:RohrmitSilberplatte opgeschlossen| won diesem herriihrende 
Dämpfung d. Koppelkolbens (E) Dämpfung fast völlig 
j unterdrücken (Kurve Il). 
5,6 a) Der noch verbleibende 
A 
nF Rest der Versetzung der 
Kurve ist auf den zweiten 
Kolben zuriickzufiihren. 
Im dargestellten Fall war 
es der Koppelkolben (Z). Die Dämpfungskonstante 8 kann jedoch sofort aus 
der Steigung der Geraden mit Hilfe der Gl. (24a) berechnet werden. Mit den | 


Abb. 5. Halbwertsbreiten in Abhängigkeit von u 


Nw 


== 
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_ Kolben der AbschluBleitung Abb. 6. MeBanordnung: 
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aus der Abb.5 zu entnehmenden Werten erhält man beispielsweise 
ß = 0,72 - 10-* N/em. 


Damit ist die Möglichkeit gegeben, die Rohrdämpfung und auch die Dämpfung 
der Einkoppelung bei der Messung zu berücksichtigen. 


5. Beschreibung der Meßanordnung 


Die gesamte Meßanordnung ist in der Abb. 6 gezeigt. Die MeBleitung ist mit 
Hilfe von Lagerböcken auf einen starken U-Träger montiert, um der ganzen 
Apparatur die nötige Stabilität zu geben. Der Innenradius des äußeren Rohres 
beträgt 38 mm, der Außenradius des Innenrohres 14 mm. Das Innenrohr ist nur 
an den beiden Enden gelagert, um Zwang zu vermeiden. Die wirksame Länge der 
Hohlleitung kann durch zwei 
bewegliche Kolben verändert 
werden. In der Abb. 6 sieht 
man zunächst links den 
Kolben E der Resonanz- 
leitung, der auf dem Innen- 
rohr gleiten kann. Die Ver- 
schiebung erfolgt mit Hilfe 
der in der Mitte sichtbaren 
Hebelübertragung. Feinein- 
stellung kann durch eine 
Mikrometerschraube bewirkt 
werden und wird mit Hilfe 
der Meßuhr gemessen. Der 


ist auf der Abbildung ganz 


» rechts zu sehen; er wird von Hand verschoben. Bei der Konstruktion der 


Kolben war darauf zu achten, daß sie guten Kontakt mit dem Innen- und 
Außenrohr hatten, um Änderungen der Widerstände beim Verschieben zu 
vermeiden. Das Meßrohr hat oben einen 30 cm langen und 5 mm breiten 
Schlitz. Durch diesen wird der auf dem Meßrohr angeordnete Detektor in 
das Resonanzrohr eingeführt. Der Schlitz wird an den freien Stellen durch ein 
verschiebbares Bronzefederband abgedeckt, um ein Herausgreifen des Feldes zu 
vermeiden. Der Detektor war ein Siemens Richtleiter RL 1, seine: Eintauchtiefe 
ist regelbar, so daß die Störung der Feldverteilung auf ein Mindestmaß herab- 
gedrückt werden kann. Der Detektor wird mit der Hand verschoben und läßt 
sich mit Hilfe eines Mikrometertriebes fein nachregulieren. Die Spannung wird 
mit Hilfe des unter dem Tisch sichtbaren Multiflexgalvanometers gemessen. Ein 
sehr empfindliches Spannungsmeßinstrument ist erwünscht, da insbesondere 
bei kleinen Wellenlängen die vom Generator gelieferte elektromagnetische Energie 
relativ gering ist und eine möglichst lose Koppelung angestrebt wird, um Rück- 
wirkungen auf den Hochfrequenzgenerator zu vermeiden. Die Einkoppelung der 
Energie erfolgt mit Hilfe einer Koppelschleife, die unmittelbar am Kolben E 
drehbar angeordnet ist, um den Koppelungsgrad zu variieren. 
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In der Abbildung ist links am Trägerrohr des Abschlußkolbens die Z uführung 
_ der Hochfrequenzenergie sichtbar. Es handelt sich um ein konzentrisches Kabel, 
Or _ welches durch einen Posaunenauszug abstimmbar ist. 


Beim Aufbau waren verschiedene technische Schwierigkeiten zu überwinden. 

Da infolge der Zeitumstände Präzisionsrohr nicht zu beschaffen war, mußte der 
 Außenleiter in mühsamer Arbeit ausgerieben werden. Die Justierung der gesamten 
_ Anlage war ebenfalls mit großen Schwierigkeiten verbunden; sowohl bei der Füh- 
rung des Kolbens als auch bei der Führung des Detektorschlittens waren Zwänge 
nur bei äußerst sorgfältiger Arbeit zu vermeiden. 4 


> ne 


6. Durehfiihrung der 


Vor dem Gebrauch der Leitung zu Meßzwecken müssen die charakteristischen 
Größen der Meßapparatur ermittelt werden. Die Bestimmung der Eigendämpfung 
erfolgt nach der im 4. Kapitel gegebenen Methode. Insbesondere muß nachge- 
prüft werden, ob die Eigendämpfung vernachlässigt werden kann oder berück- 
sichtigt werden muß. Weiter muß eine Eichkurve des Detektors aufgenommen 
werden, um nachzuprüfen, ob der Richtstrom tatsächlich dem Quadrat der ab- 
_gegriffenen Spannung proportional ist. Außerdem ist der Einfluß der Drehung 
_ der Koppelschleife und der Abstimmung des Übertragungsgliedes (Hochfrequenz- 
 zuleitung) festzustellen. 


Y Der eigentliche Meßvorgang läuft darauf hinaus, dem Reflexionsfaktor der- 

Be selben Probe mit zwei verschiedenen Abschlußwiderständen nach Betrag und 

Phase zu messen. Dies kann mit Hilfe der Gln. (6), (7), (9) und (10) erfolgen. 

_ Gin. (6) und (7) benutzen die Spannungsverteilung längs des Rohres, (8) und (9) 

diejenige bei verschiedener Rohrlänge. Es hat sich gezeigt, daß die Kombination 
3 rot dieser zwei Möglichkeiten fiir die Messungen am günstigsten ist. 


Zur Messung der Phase des Reflexionsfaktors nach (6). wäre die Ermittlung 
j _ des Abstandes des ersten Minimums vor der Vorderfläche des Meßkörpers nötig. 
: + _ Dieses Verfahren stößt auf Schwierigkeiten: 


1. Das Minimum ist unscharf (s. Abb. 2). 


i 2. Die Detektorskala läßt sich nicht so justieren, daß ihr Nullpunkt exakt 
_ in der Ebene der Vorderfläche der Probe liegt. 


Ähnliche Schwierigkeiten treten bei der Bestimmung der Phase aus Gl. (9) 
auf. Man geht daher zweckmäßig so vor, daß man die Versetzung des ganzen 
_ Kurvenzuges mißt, die durch das Einbringen der Probe hervorgerufen wird. 
_ Dazu ist es erforderlich, daß man zuvor bei leerem Rohr die Lage der Maxima 
genau bestimmt. Man muß nur dafür sorgen, daß die Meßprobe an dieselbe Stelle 
kommt, an der vorher der Kurzschlußkolben stand. Dies läßt sich durch einige 
 Auschlagstifte aus Trolitul, die etwa 1 mm in das Rohrinnere hineinragen, leicht 
_ erreichen. Sie stören das Feld nur verschwindend. 


Will man die Phase sehr genau bestimmen, so ist es angebracht, möglichst viele 

Maxima auszumessen und dann mit Hilfe der dabei gleichzeitig ermittelten Wellen- 

— den Anfangspunkt der Skala festzulegen. Verfährt man mit der Probe 

_ ebenso, so kann man aus der Differenz me a Anfangspunkte sofort die Lage 

des ersten Minimums errechnen. __ 
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Zur Messung des Betrages des Reflexionsfaktors stehen drei verschiedene 
Methoden zur Verfügung: 


1. Messung der Halbwertsbreite gem. Formel (10), ER 
2. Messung der Knotenbreite gem. Formel (7b), 


3. Messung von Umax und Umin gem. Formel (7a). 


Die Messung der Halbwertsbreite ist im allgemeinen bequem und liefert vor 
allem bei großen Reflexionsfaktoren wegen der Steilheit der Kurven sehr genaue 
Ergebnisse. Sie hat den Nachteil, daß sie das Produkt der Beträge der beiden 
Reflexionsfaktoren liefert. Man muß daher vorher den Reflexionsfaktor des 
Koppelkolbens bestimmen. Bei kleinen Halbwertsbreiten liefert Formel (10) 
leicht fehlerhafte Werte, bedingt durch die Kleinheit des unter der Quadratwurzel 
stehenden Gliedes.® Um diese Fehler zu vermeiden, benutzt man eine Näherungs- 
formel, die sich wie folgt ergibt. Formel (10) läßt sich umformen in 


Pa Pe = 1+ — 2sin?ah)?—1. 


Ersetzt man hierin die Sinus durch das Argument und vernachlässigt die qua- 
dratischen Glieder, so hat man die folgende Formel 


PaPe=1—2 sinah 


zur Bestimmung des Betrages von py Pz. 


Bei sehr kleinen Reflexionsfaktoren wird die Bestimmung der Beträge mit 
Hilfe von Gl. (10) immer schwieriger, da die genaue Ermittlung der Halbwerts- 
breite wegen der flachen Kurven unmöglich ist. Hier liefert die Messung von 
Umax und Umin und die Auswertung gem. (7a) den richtigen Wert. Sinkt der 
Reflexionsfaktor unter 0,18, so ist die Ermittlung seines Betrages nur noch nach 
dieser Methode möglich. 


Schlußbemerkung und Zusammenfassung 


Auf Beispiele von Auswertungen sowie auf die ausführliche Fehlerbetrachtung 
soll hier der Kürze halber nicht eingegangen werden. Es soll an anderer Stelle 
über einige Ergebnisse an Ferriten (s. z. B. die Arbeit von Flegler®)) berichtet 
werden. Auch auf elektrolytische Lösungen und nichtleitende Flüssigkeiten läßt 
sich die Methode anwenden. Da sich bisher noch keine Möglichkeit ergibt, die be- 
gonnenen Untersuchungen fortzusetzen, möge dieser kurze Hinweis genügen. 


Zusammenfassend läßt sich folgendes sagen: Die Methode der konzentrischen 
Hohlleitung gestattet die gleichzeitige Bestimmung der komplexen Dielektrizitäts- 2 
konstanten und Permeabilität. Dazu ist folgender Weg eingeschlagen worden: ii 
l. Aus der Lage des ersten Minimums und aus der Resonanzüberhöhung auf der i; 
Resonanzleitung wird der Reflexionsfaktor eines beliebigen Abschlußwiderstandes 
bestimmt. 2. Die zu messende Materialprobe wird — als Vierpol betrachtet — 
nacheinander mjt zwei verschiedenen verlustlosen Vierpolen zu zwei Abschluß- 
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widerständen kombiniert. Bei beiden werden die Reflexionsfaktoren gemessen. 
3. Aus diesen beiden Reflexionsfaktoren werden die Fernleitungskonstanten % 
und y, errechnet. Aus ihnen lassen sich e und u gewinnen. Die Methode hat den 
Vorzug, daß man mit konstanter Frequenz mißt. Die Grenzen der Methode 
liegen bei längeren Wellen in den immer größer werdenden Dimensionen und bei 
kürzeren Wellen in der auftretenden Hohlraumschwingung. Weissfloch®) be- 
nutzt ein ähnliches Verfahren und baut den zu untersuchenden Werkstoff in einen 
Vierpol ein. Er untersucht die Transformationseigenschaften und gewinnt daraus 


die Dielektrizitätskonstante der betreffenden Stoffe. Jedoch sind die Weissfloch- 
schen Untersuchungen auf die Stoffe der Permeabilität u — 1 beschränkt. 


Auf Zusammenhänge mit dieser Arbeit und auf weitere allgemeinere Methoden 
wird in einer folgenden Veröffentlichung näher eingegangen. 


+ a _ ) A. Weissfloch, Hochfrequenztechn. u. Elektroak. 60, 67 (1942) u. 61, 100 (1943). 


Rostock, Institut fiir theoretische Physik der Universitit. 


(Bei der Redaktion eingegangen am 28. August 1951.) 
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(Mit 5 Abbildungen) 


Von Gotthold Miiller und Werner Engelhardt 


Inhaltsiibersicht 


Es wurden Untersuchungen zur plastischen Deformation an Kupferdraht im 
Gebiete kleiner Schubspannungen durchgefiihrt. Die spontane Anfangsdeforma- 
tion Ay,p wird als zeitabhängiger Vorhang erkannt, eine Dehnung-Zeit-Kurve hat 
die Gestalt 

Y= Yot + Aysp 


Die Zeitdauer einer spontanen Dehnung steht vermutlich in funktionalem Zu- 
sammenhang mit der Temperatur. 


E. N. da C. Andrade’) beobachtete an auf Zug beanspruchten vielkristallinen 
Drähten einen Verlauf der Dehnung in Abhängigkeit von der Zeit, wie er grund- 
sätzlich in Abb. I dargestellt ist. Der Verlauf legte die Vermutung einer spon- 
tanen bleibenden Dehnung zu Beginn einer 
Belastung nahe. 

Kornfeld?) beobachtete einen ähnlichen 
Kurvenverlauf an Einkristallen. Aus beiden 
Arbeiten ist.zu entnehmen, daß die Vor- 
gänge beim Fließen eines belasteten metalli- 
schen Volumens aus einer sprunghaften 
Anfangsdehnung und einem langsamen 
Fließen bestehen. 

A. Kochendörfer®) bezweifelte das 2 Zeit 
Auftreten eines Deformationssprunges, da apb.1. Dehnung-Zeit-Schaubild viel- 
die rasch verlaufenden Vorgänge visuell nur kristalliner Drähte bei konstanter 
mangelhaft verfolgt werden können. Er ver- - Schubspannung 
mutet, daß sie zwar mit einer sehr großen, 
aber dennoch definierten Gleitgeschwindigkeit verlaufen. Sein Einwand ist wohl 
so zu verstehen, daß ihm die Aufteilung des Vorganges in einen nur anfänglich 
auftretenden und einen zweiten sich anschließenden widerstrebt. 

D. Kuhlmann und G. Masing*) wiesen jedoch nach, daß die Formänderung 
von Spiralen aus technisch reinem Kupferdraht der Beziehung 


Y¥—Yo=C-t* + Aysp (1) 


1) E. N. da C. Andrade, Proc. Roy. Soc. London (A) 84, 1 (1910) u. 90, 329 (1914). 

2) M. Kornfeld, Physik. Z. Sowj. 10, 605 (1936). 

3) A. Kochendörfer, Plast. Eigenschaften von Kristallen und metallischen Werk- 
stoffen, Berlin 1941, S. 36. 

4) D. Kuhlmann u. G. 39, H. 
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(y der Schubwinkel, y, der elastische Schub, ¢ die Zeit, C und & Konstanten, Ay so 
die spontane.bleibende Torsion) folgt, daß also zwei Vorgänge sich addieren: 

Der zeitabhängige gleichmäßige Fluß und die von der Zeit unabhängige De- 
formation zu Beginn der Belastung. 


Das Ergebnis schien zunächst mit der Beckerschen®) Auffassung der plasti- 
. Formänderung von Metallen, wie sie in der Beziehung RE 


(w die Wahrscheinlichkeit eines Gleitsprunges, V ein der este unter- 
worfenes homogenes metallisches Velumen, Tp die in ihm wirksame, zur Überwin- 
dung eiries der Potentialwälle und damit zur Einleitung: eines Gleitsprunges er- 
forderliche Spannung, t die in dem gleichen Volumen unter dem Einfluß der auf- 
gebrachten äußeren Kraft auftretende Spannung, G der Schubmodul, k die Boltz- 
mannsche Konstante, 7’ die absolute Temperatur und g ein Kerbwirkungsfaktor) 
zum Ausdruck gebracht werden kann, im Widerspruch zu stehen. 

W. Engelhardt®) hat jedoch folgende Ansicht .vertreten: Die Beckerschen 
Gedankengänge bedeuten die Loslösung von der mechanischen Auffassung und 
die Formulierung als thermodynamisch-statistisches Problem. Die Beziehung (2) 
genügt dem aber nur dann’), wenn sie auf die Wahrscheinlichkeit des Gleitsprunges 
eines einzelnen Atoms bezogen wird. Dabei brauchen zunächst wohl nur die Atome 
an den Rändern von Mosaikblöcken Berücksichtigung zu finden. Dort werden 
aber von Atom zu Atom recht unterschiedliche Bedingungen herrschen, so daß 
beim Anlegen einer äußeren Beanspruchung deren auf ein Atom entfallender An- 
teil eine Erhöhung erfahren kann. Diese gegebenenfalls auftretende spannungs- 
erhöhende Wirkung bringt Engelhardt) in einem Faktor g’ zum Ausdruck. Die 
Wahrscheinlichkeit des Gleitsprunges eines einzelnen Atoms am Rande eines Mo- 


saikblockes ist dann in entsprechender Abänderung der Beziehung (2) BE 
w = konst. - e (3) 


An jeder Stelle, an der beim Anlegen einer äußeren Belastung r(l + g’) den Wert 
Tr erreicht, wird die Wahrscheinlichkeit eines Gleitsprunges Eins, und er erfolgt. 

Wird nun angenommen ®), daß die Spannungserhöhung in Gaußscher Vertei- 
lung vorkommt, so läßt sich das Ausmaß spontaner Dehnung in Abhängigkeit von 
der angelegten äußeren Beanspruchung darstellen. Das Auftreten spontaner Deh- 
nung kann also auch auf Grund der Beckerschen Auffassung verständlich ge- 


macht werden. 
Es erschien uns nun wünschenswert, die Beziehung 
nachzuprüfen. Insbesondere sollte versucht werden, über das Glied Ay,p weitere 
Kenntnisse im Hinblick auf seine Größe und physikalische Bedeutung zu er- 
langen. D. Kuhlmann und G. Masing*) hatten Ay,p als spannungsabhängig 
gefunden und für den einzelnen Versuch als momentanen Deformationssprung kon- 


5) R. Becker, Physik. Z. 26, 919 (1925). AR 
*) W. Engelhardt, Z. Metallkde. 42, 117 a 
7) R. v. Mises, Naturwiss. 18, 145 (1930). 
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Gewählt wurde eine von R. Becker und W. Boas®) angegebene, von Kuhl- 
mann und Masing gleichfalls benutzte, einfache Versuchsanordnung. Danach 
erhielten die Proben die Gestalt von Spiralfedern. Ein Federende wurde mit dem 
Grundbrett einer Analysenwaage, das andere mit einem Waagenarm verbunden. 
Die Belastung erfolgte am anderen Waagenarm. Um die Verlängerung der Probe 
mit starker Vergrößerung beobachten zu können, wurde am Drehpunkt der Waage 


ein Spiegel befestigt. An einer Skala erfolgte die Lichtzeigerablesung. Im vor- 
liegenden Falle betrug die Vergrößerung V = 347. Für die nachstehend beschrie- 
benen Versuche wurde Kupferdraht in zwei Verfestigungszuständen mit einer 
Reinheit von 99,96% verwendet. Von der Herstellerfirma wurden im Anlieferungs- 
zustand die Festigkeit mit 53,5 (25,2) kg/mm?, die Dehnung mit 2 (45) %, die Leit- 
fähigkeit des harten Drahtes mit 57,1 m/Q@ mm? und der Sauerstoffgehalt mit 
0,015% angegeben. Die Federn hatten einen mittleren Windungsradius von 
r= 6,15 mm, eine Windungszahl von 1 = 15 und einen Drahtdurchmesser von 
d= (0,8 mm. Nach der für zylindrische Schraubenfedern gültigen Gleichung für 
den Schubwinkel y entsprach bei der angegebenen Vergrößerung f = 1 mm Skala 
demnach yı mm = 3,23 - 10-7. Da Kuhlmann und Masing bei ihren Untersuchun- 
gen im günstigsten Falle 7; mm mit 5,65 - 10-7 angeben, war also die eigene Anord- 
nung als empfindlicher anzusehen. 


Zur Berechnung der bei Dehnversuchen dieser Art nicht ablesbaren rein elasti- 
schen Ausdehnung wurde folgender Weg beschritten: 


Es wurde nicht die für zylindrische Schraubenfedern gültige Gleichung zu- 
grunde gelegt, sondern die jeweils vor dem Versuch ermittelte elastische Ausdeh- 
nung bei 1 Gramm Belastung. Damit sollte vermieden werden, daß ein doch in 
weiten Grenzen angegebener Schubmodul und an äußere Abmessungen der Feder 
gebundene, zum Teil nur schwer mit großer Exaktheit zu bestimmende Größen 
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Abb. 2. Dehnung-Zeit-Kurven von Kupferspiralen bei verschiedenen Schubspannungen 


zur Berechnung eines hier so entscheidenden Wertes benutzt wurden. Diese Me- 
thode erschien überdies gerechtfertigt, da sich dadurch die Festlegung der gesam- 
ten elastischen Ausdehnung spezifisch auf die jeweilige Versuchsfeder und ihren 
derzeitigen Ausgangszustand bezog und für die Versuche selbst ein Gebiet kleiner 


q 4) R. Becker u. W. Boas, Metallwirtsch. 8, 317 (1929). 
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Schubspannungen gewählt wurde, in dem ein Abweichen vom Hookeschen Gesetz 
nicht anzunehmen war. 


Abb. 2 zeigt Dehnung-Zeit-Kurven von Kupferspiralen bei verschiedener Be- 
lastung und konstanter Temperatur. Jede einzelne Kurve: ist in ihrem Anfangs- 
teil gekrümmt, jedoch wird nach einer gewissen, eindeutig feststellbaren Zeit die 
Gesetzmäßigkeit y — y, = C - t* erreicht. Es kann also vermutet werden, daß neben 
dem reinen Torsionsfließen ein zweiter verhältnismäßig rasch abklingender Vor- 
gang wirksam ist. 

Durch Riickextrapolation der Gleichung y = y, + C 1* auf die Zeit t = 0 er- 
gab sich im Einzelfall für y, ein Skalenwert, der eine Differenz Ay zur erwarteten 
rein elastischen Ausdehnung aufwies. 


Es wird nun angenommen, daß Ay identisch ist mit der spontanen Anfangs- 
dehnung Ay,p. Ihr Charakter soll in einer etwas übersichtlicheren Darstellung im 
folgenden näher erläutert werden. 


Abb. 3 stellt die bei einer Deformation jenseits der rein elastischen Ausdehnung 
auftretende zeitabhängige Dehnung dar. In Kurve II sind die durch den Versuch 
ermittelten Werte festgelegt. 
Ihr Verlauf kann so ver- 
standen werden, daß sich 
dem eigentlichen Fließvor- 
gang nach dem Gesetz C - t*, 
dargestellt durch Kurve I, 
ein zweiter Vorgang über- 
lagert. Dieser setzt äußerst 
rasch ein und strebt in kurzer 
Zeit einem konstanten End- 
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Abb. 3. Dehnung-Zeit-Kurve (II) als Summe zweier 


wert zu. Daher wird bei 

FERN anfänglich steilerem Anstieg 

2 Kurve II-schließlich parallel 

P : zur Kurve I verlaufen. Sie 
500 miindet in Kurve III ein, 


ist also von einem bestimm- 
ten Zeitpunkt an mit derem 


‘ger, endlicher Vorgang, dessen Verlauf, als Differenz der Kurvenwerte II und I 


getrennter Bewegungsvorgänge (I und IV) Verlauf identiouk: 

Kurve III stellt eine äquidistante Verschiebung der Kurve I um einen Wert 
in Skalenteilen dar, der, wie oben beschrieben, als Differenz der erwarteten rein 
elastischen Ausdehnung zum Skalenwert der auf ihren eigenen Nullpunkt rück- 
extrapolierten Gleichung errechnet wurde. Sie müßte sich zwangsläufig in dieser 
Form ergeben, wenn Ay,, ein momentaner, völlig zeitloser Sprung wäre. Tatsäch- 
lich zeigen aber die Versuchsergebnisse ein anderes Bild. Aygp ist ein zeitabhängi- 


errechnet, durch Kurve IV dargestellt wird. ? 


In Abb. 4 sind Verläufe von Ay,, für verschiedene Schubspannungen in Ab- 
hängigkeit von der Zeit aufgezeichnet. Die Werte wurden aus den Ergebnissen 
der in Abb. 1 dargestellten Versuchsreihe ermittelt. 


Ein Vergleich dieser Kurven zeigt übereinstimmend folgendes Bild: 
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beschriebenen Charakter. 


Abb. 5. Dehaung- Kurven von Cu-Spiralen bei konstanter und ver- 
- 
is 
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Zur Zeit der ersten Ablesung, also 5 Sekunden nach Versuchsbeginn, ist der 
Hauptteil einer spontanen Dehnung erfolgt. Bei der vorliegenden Untersuchungs- 
reihe sind es im Mittel etwa 86% der im 
einzelnen Falle erreichbaren Größe. Der 


Anstieg der Kurven dürfte also nach dem 
Augenblick der Belastung ein äußerst 165 
steiler sein. Sodann ‚erfolgt die Annähe- § 
rung an einen konstanten Endwert, der £2 7-10 mn 
nach einer gewissen Zeit — hier etwa 
100 Sekunden — erreicht wird. Die Glei- &? T- kg/m 
: 

chung (1) wiirde demnach erst von diesem N Be: 
Zeitpunkt an in der angegebenen Form 3) 
Gültigkeit haben. st 

Die Versuchsergebnisse legen jedoch 


nahe, Aysp als Funktion der Zeit aufzu- 
fassen und die durch D. Kuhlmann und tin Pr. 
G.Masin ebene Bezieh i »h- 

bei verschiedenen Schubspannungen 


y=%+t Aysp (4) 


Dehnversuche bei gleichbleibender Belastung unter verschiedenen Temperaturen 
ergaben für den Verlauf der Dehnung-Zeit-Kurven (Abb. 5) grundsätzlich den oben 
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Im untersuchten Temperaturbereich zeigte die Berechnung von. ie keine fest- oe 
stellbare Abhängigkeit ihrer Endgröße von der Temperatur. Damit wurden die 
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Untersuchungen von D. Kuhlmann und G. Masing, wie auch die Ergebnisse 
von M. Kornfeld bestätigt. 


Jedoch läßt die Darstellung in Abb. 5 erkennen, daß die Lage des Ausgangs- 
punktes des geradlinigen Kurventeiles von der Temperatur abhängig ist. Die 
Tendenz geht augenscheinlich dahin, daß mit wachs 
konstanten Endwert rascher zustrebt. 


»Zwickau, Institut fiir bildsame metallische Formung des Deuts 
für Material- und Warenpriifung der DDR. ° 
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Uber die Kraft und das Drehmoment auf magnetisierte Kérper 
im Magnetfeld 


Inhaltsiibersicht 


Es werden Formeln fiir die Kraft und das Drehmoment eines Magnetfeldes auf 
einen magnetisierten Körper im Innern eines flüssigen permeablen Mediums abge- 
leitet ohne Benutzung des Maxwellschen Spannungstensors, um zu zeigen, daß 
die Resultate von Hallen, Diesselhorst und Döring auch für solche Medien 
richtig sind, in denen der Maxwell-Tensor nicht die richtigen Spannungen liefert. 
Es wird gezeigt, daß die von Sommerfeld und Ramberg versuchte Anwendung 
des K TR slerschen Spannungstensors nicht haltbar ist. 


I. Problemstellung und Ableitung der iene Formeln 


Im Zusammenhang mit der Diskussion der Frage, ob die magnetische Feld- 

stärke $ oder die Induktion % für die Kräfte im Magnetfeld maßgebend sei, ist 
in den letzten Jahren wiederholt die Kraft und das Drehmoment eines Magnet- 
feldes auf einen magnetisierten Körper im Innern eines flüssigen Mediums der 
Permeabilität u berechnet worden. Hall&n!), Diesselhorst?) und Döring?) 
legen ihren Bereehnungen die Maxwellsche Formel für den Spannungstensor 
zugrunde Sommerfeld und Bopp‘) machten jedoch dankenswerterweise 
kürzlich darauf aufmerksam, daß gegen die Allgemeingültigkeit dieser Formel 
Bedenken geltend gemacht werden müssen. In der Tat enthält die Ableitung 
Maxwells5) Annahmen, die nicht allgemein gültig sind. Cohn®) setzt bei der 
Begründung der entsprechenden Formel für das elektrische Feld im Innern eines 
flüssigen oder gasförmigen Mediums voraus, daß die Dielektrizitätskonstante von 
der Dichte unabhängig sei.. Bei Becker’), der diese Annahme nicht macht, findet 
sich dementsprechend ein Zusatzterm, der den Differentialquotienten der Dielek- 
trizitätskonstanten nach der Dichte enthält. Im magnetischen Felde wird sicher- 
lich auch eine solche Abhängigkeit des Spannungstensors von den Zustands- 
größen der Materie vorhanden sein. Diesselhorst®) gibt für verschiedene An- 


1) E. Hallen, Trans. Roy. Inst. Techn. Stockholm Nr. 6, 1947. 

2) H. Diesselhorst, Ann. Physik (VI) 8, 11 (1946). 

3) W. Döring, Ann. Physik (VI) 6, 69 (1949). 

4) A. Sommerfeld u. F. Bopp, Ann. Physik (VI) 8, 41 (1950). 

5) Cl.«Maxwell, Lehrbuch der Elektrizität und des Magnetismus, Springer, Berlin 
1888, Art. 639 und 641. 

6) E. Cohn, Das elektromagnetische Feld. Hirzel Leipzig, 1900, § 11. 

7) R. Becker, Theorie der Elektrizitat, Teubner, Leipzig, 1944, § 42. 

8) H. Diesselhorst in Graetz, Handbuch der Elektrizität und des Magnetismus, 
Bd. IV, 1920, § 92 und 94. 
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nahmen über die Änderung der Magnetisierung bei einer Deformation zwei ver- 
schiedene Formeln an, die allerdings in einem flüssigen Medium identisch werden. 
Auf jeden Fall muß man daraus schließen, daß die in den genannten Arbeiten abge- 
leiteten Formeln für die Kraft und das Drehmoment wegen ihrer Herleitung aus 
dem Maxwell-Tensor- nicht ausreichend begründet sind. Sommerfeld und 
Ramberg’) benutzen bei der Behandlung desselben Problems nicht den Max- 
wellschen Spannungstensor, sondern denjenigen von Kneissler™) und gelangen 
daher zu einem anderen Resultat als Diesselhorst und Döring. Der Unterschied 
besteht in einem zusätzlichen Faktor u, der relativen Permeabilität in der um- 
gebenden Flüssigkeit. Da die von Sommerfeld und Bopp angeregte experi- 
mentelle Entscheidung wegen der Kleinheit der Differenz u — 1 bei allen Flüssig- 
keiten recht schwierig zu erbringen ist, soll hier diese Frage noch einmal theoretisch 
untersucht werden. 

Die Kraft und das Drehmoment soll hier ohne Bezugnahme auf die Maxwell- 
sche Formel für den Spannungstensor abgeleitet werden. Es wird lediglich voraus- 
gesetzt, daß die Kräfte im Magnetfeld überhaupt aus einem Spannungstensor 
ableitbar sind. Es soll also möglich sein, die Kraft. © und das Drehmoment ® 
des Feldes auf den betrachteten Körper durch ein Oberflächenintegral über eine 
den Körper vollständig umschlieBende Hüllfläche 0 in der folgenden Form auszu- 


drücken: 


D= Sf Ä ~ (2) 


(t = Ortsvektor; df = Flächenelement). Im Sinne der Maxwell-Faraday- 
schen Vorstellung wird angenommen, daß die Spannung $% außer von der Richtung 
der Oberflachennormalen nur von den Feldgrößen $ und ® sowie von den Material- 
konstanten der Materie auf der Oberfläche selbst abhängt, jedoch nicht von den 
Zustandsgrößen und der Feldverteilung im Innern von 0. 


Diese Annahme hat die folgende Konsequenz: Wenn man den Körper, für den 
man die Kraft und das Drehmoment zu ermitteln wünscht, in solcher Weise durch 
einen anderen ersetzt, daß in jedem Punkt der Oberfläche 0 der Zustand der 
Materie und alle Feldgrößen unverändert bleiben, so ändert sich auch das Dreh- 
moment und die Kraft auf den Körper nicht. Den magnetisierten Körper im Innern 
eines homogenen flüssigen Mediums der relativen Permeabilität können wir uns 
deshalb ersetzt denken durch einen Körper der gleichen Gestalt, der dieselbe Perme- 
abilität «4 wie die Umgebung hat und in solcher Weise von Strömen der Dichte j, 
durchflossen wird, daß die Induktion im ganzen Raum unverändert bleibt. Da 
die Hüllfläche 0 ganz in dem umgebenden flüssigen Medium verläuft, wo sich bei 
diesem Austausch die Permeabilität nicht ändert, ändert sich dort auch die Feld- 
stärke nicht. 

Für den Ersatzkörper ist aber die Kraft und das Drehmoment leicht zu berech- 


nen, da die Kraftdichte f, auf Ströme im Innern eines homogenen Mediums be- 
kannt ist, nämlich 


°) A. Sommerfeld u. E. Ramberg, Ann. Physik (VI) 8, 46 (1950). 


10) L. Kneissler, Die Maxwellsche Theorie in veränderter Formul 
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bis zur Hüllfläche 0, keine Ströme fließen. . 
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An der Gültigkeit dieser Formel besteht wohl kein Zweifel, ist sie doch innig mit 
dem Induktionsgesetz verknüpft und mit Hilfe des Energiesatzes aus ihm her- 
leitbar. 

Die Größe der Ersatzstromdichte j, läßt sich leicht angeben, wenn man bedenkt, 
daß ein Feld eindeutig durch seine Quellen und Wirbel bestimmt ist. Man hat j, 
so zu wählen, daß die Induktion in dem Ersatzkörper dieselben Quellen und Wirbel 
hat wie bei dem wirklichen magnetisierten Körper. Die Quellen von ® sind in 
jedem Fall null. Wir brauchen also nur die Wirbel zu betrachten. Außerhalb 
der Hüllfläche O ändern wir weder an der Stromverteilung noch an der Magneti- 
sierung irgend etwas. Dort bleibt also auch rot ®- unverändert. Im Innern von 0 
ändert sich beim Auswechseln der Körper der Zusammenhang zwischen ® und 9. 
Soll die Induktion ® unverändert bleiben, so muß die ursprüngliche Feldverteilung 
& in eine andere Verteilung §, übergehen. Da der Ersatzkörper überall die Per- 


meabilität haben sollte, muß also gelten 
1 


Die Stromdichteverteilung, die im Innern des Ersatzkörpers dieselben Wirbel 
der Induktion erzeugt, wie sie im ursprünglichen Körper bei Abwesenheit von 


Strömen vorhanden waren, beträgt PANNE ER 

= rot — D 5 

hh = +B. (5) 


Das ist in der Tat eine mögliche Stromv dienes. Da in dem Ersatzkörper u 
räumlich konstant ist, erfüllt sie die Kontinuitätsgleichung div j, = 0. Die Ströme 
fließen nur in dem Volumen, in welchem ursprünglich der magnetisierte Körper 
lag. Denn in seiner näheren Umgebung, insbesondere auf der Hüllfläche 0, wurde 
ja beim Austauschen die Permeabilität nicht geändert. Da ® gleich blieb, ändert 
sich dort auch § nicht. Also bleiben dort auch die Wirbel von § gleich null, weil 
sie es vorher waren; denn voraussetzungsgemäß sollten in dem magnetisierten 
Körper und in dem permeablen Medium in seiner näheren Umgebung, mindestens 


Dabei haben wir stillschweigend vorausgesetzt, daß sich alle Feldgrößen in 
dem magnetisierten Körper stetig ändern. Wenn in Wirklichkeit an der Ober- 
fläche des magnetisierten Körpers ein unstetiger Sprung der Tangentialkompo- 
nente von ® auftritt, wird die Dichte der Ersatzstromverteilung dort unendlich. 
Es tritt ein flächenhafter Strombelag auf. Der Einfachheit halber wollen wir 
bei der folgenden Rechnung annehmen, daß das nicht der Fall ist. Einen unstetigen 
Sprung der Feldgrößen an den Oberflächen denken wir uns in üblicher Weise 
durch einen beliebig schroffen, aber stetigen Übergang ersetzt, so daß alle Differen- 
tialquotienten der Feldgrößen zwar dort ungeheuer groß werden, on doch endlich 


bleiben: 


Mit Hilfe der Kraftdichte auf die Ersatzstromverteilung 


1 
i= B,8] (6) 
erhalten wir also für die Oeidiaiae aad den magnetisierten Körper durch Inte- 
gration über das gesamte V im Innern von 0 


2) In dieser Arbeit wird stets das internationale Maßsystem verwendet. 
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fiir das Drehmoment 


Die obige Kraftdichte ist natiirlich nicht zu verwechseln mit der wirklichen 

_ Kraftdichte im Innern des magnetisierten Körpers. f, kann schon deshalb mit 

a os der wirklichen Kraftdichte nicht identisch sein, weil in (6) die Permeabilität u 

des Außenraumes vorkommt, während bei dem wirklichen Körper im Innern ganz 
andere Permeabilität herrschen können. Die Ersatzkraftdichte f, ist nur sinnvoll 

= "insofern, als sie, entsprechend ihrer Ableitung, richtige Ergebnisse liefert für alle 

_ KraftgréBen, die man auch durch Integration iiber den Spannungstensor im AuBen- 
raum ermitteln kénnte, wenn dieser Spannungstensor bekannt wire. 

Es ist nun nicht schwer zu zeigen, daß die obigen Ausdrücke (7) und (8) iden- 
tisch sind mit denen, die aus dem Maxwellschen Spannungstensor folgen. Man 
braucht dazu nur die Volumenintegrale in Oberflächenintegrale über die Ober- 
fläche 0 des Integrationsvolumens zu verwandeln. Ich führe das zunächst für die 
Ber sk von ig ) durch. Diese lautet in Koordinaten eee 


p, 2B: B, 


02 


a Wegen div ® = 0 ist das identisch mit 


(10) 
x, + B.B)+ (B, B,) — (Bi + B+ 


Bezeichnet man mit e, den konstanten Einheitsvektor in x-Richtung, so kann 
man B,= ($ e,) schreiben und daher das obige Integral in der Form 


Anwendung des Gaußschen liefert : 


‚Darin bedeuten B, und e,,, die Komponenten der Vektoren ® und e, in Richtung 
der äußeren Normalen auf der Oberfläche. e,, ist aber zugleich die x-Komponente 
n, des Einheitevektors n in Normalenrichtung. Ferner ist B, = (8 n). Also lautet 


Zusammen mit den genau so abzuleitenden Formeln fiir die anderen Komponenten 
von § erhält man also 


(Bu $B? n} dj. 


_ Da auf der Oberfläche 0 überall 8 = yy, $ ist, kann man dies N in Fe Form 
schreiben 


E 
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(11) 


R= div HAV. (20) 
In gleicher Weise ergibt sich aus (16) Mr: 
D= f J aiv 
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In an der gleichen Weise kann man auch (8) umformen zu der Gleichung 
D= ff H—1G (16) 


Damit haben wir fiir die Kraft und das Drehmoment Ausdriicke hergeleitet, 
bei denen im Integranden genau die aus dem Maxwelltensor folgende Spannungs- 
größe 5 = H(B n) —4(H B) n steht. Das besagt natürlich nicht, daß der Max- 
well-Tensor in jedem beliebigen Fall die richtigen Kräfte und Momente liefert. 
Aber in dem betrachteten Spezialfall eines magnetisierten Körpers im Innern 
eines homogenen permeablen Mediums ist das der Fall. Da der Kneisslersche 
Tensor sich in einem flüssigen Medium von dem Maxwellschen um den Faktor u 
unterscheidet, ist es nicht zulässig, ihn zur Berechnung der Kraft und des Dreh- 
momentes in der geschilderten Weise zu verwenden. Es soll hier nicht untersucht 
werden, obman mit seiner Hilfe durch Hinzufügen einer weiteren, mechanischen 
Spannung in dem umgebenden Medium doch noch zu richtigen Ergebnissen ge- 
langen kann. 


3 

II. Die Verteilung der magnetischen Ersatzladungen 
ae 

Es ist sehr lehrreich, die obigen Formeln noch weiter umzuformen, indem man 


die Induktion ® ganz aus ihnen eliminiert. Für die x-Komponente der Kraft 


ergibt sich aus (12) beim Einsetzen von B = uw, 9 Be 
> 

K, = m 
: 0 
Der Gaußsche Integralsatz liefert nun A 


K,= mf J J div {9 (He) (18) 


Rechnet man das in Komponenten aus und beachtet, daß in einem magneti- 
sierten Körper beim Fehlen von Strömen rot = 0 ist, so erhält man 


K,= He div dV. (19) 


In Verbindung mit den entsprechenden Formeln fiir die anderen Komponenten 
ergibt sich demnach die Vektorformel 


Diese Formeln, die bereits von Hall&n aus dem Maxwell-Tensor hergeleitet 
wurden, besagen: Kraft und Drehmoment eines Magnetfeldes auf einen magneti- a 
sierten Körper im Innern eines homogenen flüssigen Mediums ergeben sich richtig, BR: 7 
wenn man statt mit der wirklichen Kraftdichte mit der Ersatzdichte os 


f, = um div (22) 


rechnet. Diese Ersatzkraftdichte hat natiirlich ebensowenig einen unmittelbaren 
physikalischen Sinn wie die Ersatzkraftdichte f, in (6). Auch hier kommt die 
Permeabilität u des Mediums in der Umgebung vor. Man darf nicht etwa 
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abilität ganz andere Werte haben kann als im Außenraum. Es läßt sich aber 
ähnlich wie bei f, begründen, "daß die Ersatzkraftdichte f, in den Integralformeln 
für die Kraft und das Drehmoment zu richtigen Ergebnissen führt. 

Es gibt zwar nach unseren bisherigen Erfahrungen keine wahren magnetischen 
Ladungen. Aber man kann sich vielleicht vorstellen, daß das in anderen Teilen 
des Weltalls anders wäre. Dann würde dort die Induktion nicht mehr überall 
quellenfrei sein. Man könnte vielmehr eine wahre magnetische Ladungsdichte 
definieren durch die Gleichung 


(23) 


Die Kraftdichte auf eine solche hypothetische magnetische Ladungsdichte in 
einem sonst homogenen Medium wäre dann 


f, = Om 9. (24) 


Daß diese Kraftdichte proportional zu $ und nicht zu ® sein muß, habe ich bereits 
früher begriindet!*). Wenn es magnetische Ladungen gäbe, könnte man den 
magnetisierten Körper im Innern eines homogenen flüssigen Mediums der Perme- 
abilitat yz statt durch einen stromdurchflossenen Körper der gleichen Perme- 
abilität auch durch einen ebensolchen, aber magnetisch geladenen Körper ersetzen 
und dabei alle Feldgrößen auf der Oberfläche 0 unverändert lassen. Man muß 
dann nur o,, so wählen, daß die Quellen und Wirbel von § im Innern von 0 beim 
Austauschen der Körper unverändert bleiben. Die Induktion ist nachher innerhalb 
O nicht mehr gleich der Induktion ® in dem magnetisierten Körper, sondern etwa 
gleich ®,. Da in dem magnetisierten Körper keine Ströme fließen sollten, ver- 
schwinden die Wirbel von $, wie auch in dem magnetisch geladenen Ersatzkörper. 
Denn bei einer beliebigen Verteilung wahrer magnetischer Ladungen in einem 
homogenen Körper ist das Magnetfeld wirbelfrei. rot $ ändert sich also beim Aus- 
tausch nicht. Da in dem Ersatzkörper überall B, = u, © gelten sollte, muß also 
die magnetische Ladungsdichte gleich 

Om = div B, = um, div H (25) 
gewählt werden, damit auch die Quellen von § sich beim Vertauschen nicht ändern. 
Diese magnetische Ladungsdichte führt aber genau auf die Ersatzkraftdichte f,, 
von der wir schon nachgewiesen haben, daß sie zur richtigen Formel für die Kraft 
und das Drehmoment führt. 


III. Das Drehmoment auf das homogen magnetisierte Ellipsoid 


Bei der Anwendung der abgeleiteten Formeln muß man beachten, daß wir 
alle Feldgrößen als stetig vorausgesetzt haben. Ein unstetiger Sprung irgend- 
einer Komponente einer Feldstärke an der Oberfläche des Körpers würde Anlaß 
zu unendlich großen Differentialquotienten geben. Das Integral darüber würde 
jedoch endlich bleiben. Diese Schwierigkeit kann man aber vermeiden, wenn man 
die Integralformeln so umgestaltet, daß keine Differentialquotienten der Kom- 
ponenten der Feldstärke mehr in ihnen vorkommen. 

Diese Umformung soll hier für den Speziealfall durchgeführt werden, daß die 
Feldstärke in unendlich großer Entfernung von dem betrachteten aye in ein 

12) W. Döring, l.c. 85. 
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f, = B div H schreiben, weil im Innern des magnetisierten Körpers die Perme- 
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homogenes Feld $, übergeht. In diesem Fall ist die Kraft & gleich null. Zur 
Berechnung des Drehmomentes gehen wir von (21) aus. Zur Abkürzung führen 
wir die Differenz zwischen der wirklichen, vom Ort abhängigen Feldstärke 9 
und dem homogenen Feld $, ein. Diese Differenz nennen wir das ,,Eigenfeld* 
des betrachteten Körpers: 

9. = 9 Do. (26) 


Dies Eigenfeld verschwindet asymptotisch im Unendlichen. Da die Divergenz 
des homogenen Feldes 9, verschwindet, gilt div 9, = div . Also kann man (21) 
auch in der Form schreiben: 


D = Sf f diy AV + um [ff div HAV. (27) 


Der zweite Summand ist gleich dem Drehmoment eines Feldes, welches im Un- 
endlichen verschwindet, auf einen Körper, der überall die gleichen Quellen des 
Feldes besitzt wie der betrachtete Körper, der sich im Felde $, befindet. Da in 


‘einem Felde, welches im Unendlichen verschwindet, bei einem beliebig magneti- 


sierten Körper kein Drehmoment auftreten kann, muß der zweite Summand 
in (27) verschwinden. Das kann man auch rein mathematisch nach geeigneter 
Umformung durch eine Symmetrieüberlegung beweisen, wie von Hallen gezeigt 
worden ist!3). Beachtet man, daß u stets die Permeabilität des äußeren Mediums, 
also keine Ortsfunktion ist, und daß div 8 = 0 ist, so läßt sich der erste Summand 
von (27) in die folgende Gestalt bringen: En 


dV. 28) 


Multipliziert man diese Gleichung mit einem beliebigen konstanten Vektor a 
und fiihrt voriibergehend die Abkiirzung 


C=(a[r Ho) (29) 


ein, so erhalt man 
(Da)= —fffe div (B — um, 9) dV ia 
= ((B — grad C) dV — J JJ aiv 

Das letzte Integral läßt sich in ein Oberflächenintegral verwandeln und verschwin- 


det, weil auf der Oberfläche 0 überall B = u, H ist. Da sowohl a wie auch 9, 
konstante Vektoren sind, erhält man 


(30) 


(Da) = f | dv (a a fff (8 — (32) 
Da diese Gleichung für jeden konstanten Vektor gilt, muß auch gelten 
= KB — um H) Ho] AV. (33) 


Damit ist die Berechnung des Drehmomentes sehr einfach geworden, wenn man 
die Verteilung der Feldstärke und der Induktion wih Innern des magnetisierten 
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Körpers kennt. Eine ähnliche Formel hatte ich auch schon in einer früheren 
Arbeit *) mit Hilfe des Maxwell-Tensors abgeleitet. 

Betrachtet man speziell ein Ellipsoid, so ist die Induktion und die Feldstärke 
im Innern homogen. Da in der Umgebung des Ellipsoides überall 8 — uu, =0 
gelten sollte, verschwindet dort der Integrand. In diesem Sonderfall läßt sich 
also die Integration von Formel (33) unmittelbar durchführen, da der Integrand 
in dem Gebiet, wo er von null verschieden ist, konstant ist. Bezeichnet man das 
Volumen des Ellipsoides mit V, so erhält man 


D = — und.) Dol- (34) 

Bas” _ Das Problem ist damit zurückgeführt auf die Lösung einer Randwertaufgabe, 

welche die Feldstärke $, im Innern des Ellipsoides liefert. Sommerfeld und 

Ramberg") haben diese Randwertaufgabe für ein Rotationsellipsoid mit ellip- 

tischen Koordinaten direkt gelöst. Diesselhorst#*) hat dieses Problem für ein 

beliebiges Ellipsoid gelöst unter Ausnutzung der bekannten Lösung für das Feld 

eines permänent magnetisierten Ellipsoides im Vakuum ohne äußeres Feld. Wenn 

man sich nur zum Ziel setzt, das Drehmoment zu berechnen, kann man einen Teil 

he der Rechnungen von Diesselhorst fort lassen, weil man dann nur die Feldstärke 

+f im Innern des Ellipsoides zu ermitteln braucht. Da man in diesem Fall das Er- 

gebnis fast ohne Rechnung erhalten kann, sei es gestattet, diese kurze Uberlegung 
hier anzufügen, obwohl sie keine neuen Resultate enthält. 

Wir gehen aus von der bekannten Lösung der folgenden Aufgabe: Ein Ellipsoid’ 
mit den Halbachsen a, b, c befinde sich im Vakuum. Das Ellipsoid sei magnetisch 
ideal hart und permanent magnetisiert, d.h. im Innern des Ellipsoides besteht 
zwischen ® und § der Zusammenhang 


B= 
Er: Außerhalb des Ellipsoides gilt 
B= mG. 


Ein äußeres Feld sei nicht vorhanden, d.h. im Unendlichen gehe das Feld gegen | 


(36) 


null: § — 0 für unendlich großen Abstand vom Ellipsoid. Die Randbedingungen 
an der Oberfläche des Ellipsoides lauten: Stetigkeit der Tangentialkomponente 
von § und der Normalkomponente von ®. Im ganzen Raum soll div 8 = 0 und 
rot 9 = 0 gelten. 

Legt man die Koordinatenachsen in die Richtung der Achsen des Ellipsoides, 
so lautet die Lösung für das Feld im Innern: 


iz Ho iy Mo iz 


(37) 


N.Jı 
Uo 


di 
A | +A) 


14) W. Döring, l.c., Gl. (33) dieser Arbeit. 
15) A. Sommerfeld u. E. Ramberg, 
16) H. Diesselhorst, siehe die voranstehende Arbeit. 
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und entsprechend unter zyklischer Vertauschung von a, 6 und c diejenigen für 


N, und N,. 


ärke Wir ändern jetzt die Aufgabe dreimal ein wenig ab, jedoch jedes Mal so, daß ts 
Bi man das Resultat der Anderung sofort übersieht. Erstens bemerken wir, daß in : 
sich den Formeln für N, N, und N, der Faktor u, nicht vorkommt. Wenn wir also ver- . 3 
- langen, daß im Innern des Ellipsoides statt (35) die Beziehung‘ IE. 4 
B=umd+ 
u und außerhalb statt (36) die Beziehung er 
B= uud (39) 
abe, gelten soll, während alles andere unverändert bleibt, so hat man nur überall jy 

bee. durch u, zu ersetzen. Man erhält also 
1lip- 
a H. = — Norte. H. — H. (40) 
Jenn In diesem zweiten Fall ist die reversible Permeabilität innen und außen gleich, 

Teil aber verschieden von derjenigen des Vakuums. 
ärke Wenn wir jetzt von der Bedingung abgehen, daß $ im Unendlichen verschwin- 

Er- den soll, sondern stattdessen verlangen, daß im Unendlichen § — 9, streben soll, 


rung so bleiben offenbar alle Differentialgleichungen und Randbedingungen erfüllt, 
wenn man in ganzen Raum zu § das homogene Feld $, und zu $ den homogenen 
sold’ Beitrag u, Hp addiert. Für das Feld im Innern gilt also in diesem Fall 

N.J, N,J N,Jız 

— Bes; Bay = + Ba: (41) 
In diesem dritten Fall besteht zwischen Feldstärke und Induktion im Innern des 
(35) Ellipsoides der Zusammenhang 


B = um + (38) 

(36) Beachtet man, daß im Innern $8 und § homogen sind, und bezeichnet man ihre 

konstanten Werte mit dem Index 2, so kann man diesen Zusammenhang auch 2a 
gen in der Form schreiben: Pa 
= + {(u Rie (42) 
und Dabei wurde in der letzten Klammer die gesamte Magnetisierung zusammenge- 

faßt. Sie setzt sich zusammen aus dem permanenten Tei! %, und dem Anteil, den = 
des, das Feld im Innern wegen der von 1 verschiedenen reversiblen Permeabilität indu- ‘z 

ziert. Wenn wir nun schließlich die reversible Permeabilität im Innern des Ellip- a 


soides und die permanente Magnetisierung 3, beide in solcher Weise abändern, 
(37) daß die totale Magnetisierung sich bei der im Innern herrschenden Feldstärke 

nicht ändert, so ändert sich offenbar weder die Induktion noch die Feldstärke an 
irgendeiner Stelle des Raumes; denn die Aufteilung der gesamten Magnetisierung 
in einer permanenten und einen induzierten Anteil ist nur bei Änderungen der 
inneren Feldstärke von Belang. Wenn wir also # und $%, ersetzen durch u, und 
% unter Konstanthaltung von ®, und $,, d.h. in solcher Weise, daß 


(u —1) =, — VD 409i + _ (43) 
gilt, so bleibt auch (41) richtig. Eliminiert man %, aus (41) mit Hilfe von (43), 
so erhalten wir schließlich: 


N 
—#) Mo Hig + Joz) + Hoz 


< 
(44) > 
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stärke in einem Ellipsoid mit der reversiblen Permeabilität , und der permanenten 

Magnetisierung 3», welches sich im Innern eines Mediums mit der Permeabilität u 

befindet und in einem äußeren Feld, welches in unendlich großer Entfernung vom 
Ellipsoid gegen $, strebt. 

“Auflösung nach H,, liefert das Ergebnis 


Fo le + Ne Ut —4)] (#5) 


und entsprec om far die anderen Komponenten. Für das Drehmoment benötigt 
man nach (34) die Größe 
4 ( ) H 
Big — Hic = (Ur —u)wHizt Joc = u “oe. = (46) 
Um den Anschluß an die Bezeichnungsweise von Diesselhorst zu gewinnen, 
führen wir einen Vektor ® ein durch die drei Gleichungen: 


Toe + (Ur — Mo 


un Wa = Biz — Hig = a+N,(u, 


(vgl. Gl. (8a) bei Diesselhorst). Dann lautet das Drehmoment = 
D = [W Ho] V. (48) 


(vgl. Gl. (31) bei Diesselhorst). Hinsichtlich der weiteren Diskussion sei auf 
die voranstehende Arbeit von Diesselhorst verwiesen. 

Durch diese Arbeiten ist das Problem der Berechnung der Kraft und des Dreh- 
momentes eines Magnetfeldes auf einen beliebigen Körper in einem homogenen 
flüssigen Medium zurückgeführt auf das Problem der Feldberechnung, wobei als 
Grundlage der Rechnung nur solche Beziehungen verwendet werden, die heute 
wohl allgemein als richtig angesehen werden. Für das dreiachsige Ellipsoid ist 
die Rechnung weitergeführt bis zu expliziten und einfach zu übersehenden Formeln. 


Gießen, Institut für theoretische Physik. 


(Bei der Redaktion eingegangen am 5. September 1951.) 
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"Über den Einfluß der Elektronendiffusion 


auf die räumliche Verteilung der Röntgenbremsstrahlung 


3 
Allgemeine Uberlegungen und eine Erweiterung der Streutheorie von Goud- ep . 


smit und Saunderson führen zu einem Ausdruck für die räumliche Intensitäts- 
verteilung der Röntgenbremsstrahlung, in dem Diffusion, Rückdiffusion und a 
Energieverlust der Elektronen in der Antikathode eingeschlossen sind. Der Ver- ae, 
gleich mit Messungen von Sesemann für Be bei 90 und 150 kV gibt gute Über- 
einstimmung zwischen Theorie und Experiment. 


Einfiihrung 


Die Bremsstrahlung entsteht bei der Streuung schneller Elektronen im Cou- 
lombfeld des Atomkerns. Durch die Anfangsrichtung der auftreffenden Elektro- : 
nen ist eine Vorzugsrichtung gegeben. Es wire klassisch zu erwarten, daB die ali 
Intensitätsverteilung das Strahlungsdiagramm eines Dipols zeigt mit einem Maxi- 
mum bei 90° gegen die Richtung der Elektronen und einem Minimum unter 0° 
und 180°. Die strenge relativistisch-quantenmechanische Behandlung dieses Pro- 
blems z. B. durch Sommerfeld!) zeigt nun in guter Ubereinstimmung mit den 
experimentellen Ergebnissen*), daß das Maximum der Ausstrahlung in Bewegungs- 
richtung der Elektronen verschoben ist, um so mehr, je höher die Energie der Elek- 
tronen ist und je mehr sich die Wellenlänge von der Grenzwellenlänge unterscheidet. Bi: 

Beim Eindringen in die Antikathode geht aber die Vorzungsrichtung und An- Be 
fangsenergie der Elektronen mehr und mehr verloren, da der Elektronenstrahl 
durch elastische und unelastische Stöße mit den Atomen diffus wird. Ein nicht 
unerheblicher Teil tritt durch Rückdiffusion wieder heraus und fällt dadurch zur Ber: 
Bremsstrahlerzeugung in der Antikathode aus. Die Diffusion ist um so stärker, Se 
je schwerer das Element der Antikathode ist. Sie ist bei schweren Elementen so et 
ausgeprägt, daß die Elektronen praktisch mit Eintritt in die Antikathode völlig La 
diffus sind. Die Röntgenstrahlen werden daher nach allen Seiten gleichmäßig Er 
emittiert und bieten keine Möglichkeit, eine spezielle Aussage über die anzuwen- 3 
dende Streutheorie zu treffen. Dagegen zeigen Elektronen in Antikathoden aus 
leichten Elementen geringere Diffusion, insbesondere, wenn die Bremsstrahlung 


1) Literatur bei A. Sommerfeld: Anke und Spektrallinien‘, Bd. II, 2. Auflage, . 
Braunschweig 1944, S. 499ff. 

2) H. Kulenkampff, Hdb. Phys. Bd. XXX/2, 2. Auflage, Berlin 1933, S. 142 mit 
weiterer Literaturangabe. 
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noch so stark gefiltert wird, daß nur der kurzwellige Anteil von Elektronen mit 
geringem Energieverlust übrig bleibt. Diese Elektronen können nur eine geringe 
Wegstrecke zurückgelegt haben und sind daher weniger diffus. 

Nun liegen Messungen der räumlichen Verteilung der Röntgenbremsstrahlung 


theorie her auch deshalb besonders interessant, weil bei Be als Element der nied- 
rigen Ordnungszahl Z= 4 die unelastische Streuung an den Atomelektronen 
gegenüber der elastischen Kernstreuung nicht mehr vernachlässigt werdcn darf. 
(Die unelastische Streuung vergrößert das mittlere Streuwinkelquadrat durch den 
Faktor (1 + 2/Z) um etwa 50%!). 

Eine weitere Besonderheit gegenüber den üblichen Streumessungen liegt im 
Herausheben der großen Einzelstreuwinkel. Durch das steile Anwachsen der 
Bremsstrahlintensität um die Bewegungsrichtung der Elektronen werden beim 
Diffusionsvorgang die großen Einzelstreuwinkel mit einem hohen Gewicht ver- 
sehen hinsichtlich ihres Beitrages zur Auffüllung der Intensitätsverteilung im Mi- 
nimum des Strahlungsdiagramms (Einfallsrichtung). 


Allgemeine Betrachtungen 


Wird zunächst von der Diffusion der Elektronen in der Antikathode er 
und die Absorption der Röntgenstrahlung vernachlässigt, so läßt sich die spek- 
trale Intensität J, der Röntgenbremsstrahlung im Frequenzbereich dy pro Raum- 
winkel und pro auffallendes Elektron zusammengesetzt denken aus den Intensi- 
täten unendlich dünner Antikathoden i,. Bezeichnet man mit U, die kinetische 
Energie des einfallenden Elektrons und mit U die momentane Energie in der un- 
endlich dünnen Schicht ds, sowie mit s, die Stelle, an der die Energie bis auf den 
zur Erregung der Frequenz » erforderlichen Mindestwert U, = h - » abgenommen 
hat, so ist 
J,= iy ds = f ty 79 
0 h 


v 


Die Intensität J, läßt sich daher als Summation über den möglichen Energie- 
bereich von h » bis U, verstehen. 


Der mittlere Weg pro Energieverlust 7, a läßt sich aus Reichweitemessungen 


entnehmen, die Intensität 7, unendlich u Antikathoden ist aus den bei 
Sommerfeld und Kulen- 
kampff®) erwähnten Messun- 
gen und Rechnungen als hin- 
länglich bekannt anzusehen, 
Sie ist proportional der An- 
Einfallsrichtung zahl Atome pro Volumenein- 


3) H. Determann, Ann. 
Physik (5) 30, 481 (1937); G 


Segemann, Ann. Physik (5) 40, 
Rime 66 (1941); H. Hinz, Ann. 
HL, Physik (5) 89, 573 (1941). 
; *) H. Kulenkampff, Hab. 
Phys. Bd. XXX/2, S. 157. 
Abb. 1. 5) a. a. O. 


an Be-Antikathoden vor®). Diese Messungen sind von der Seite der Diffusions- © 
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heit, sonst aber eine komplizierte Funktion der Energie U, der Frequenz », 
der Ordnungszahl Z sowie des Winkels #, unter dem die Röntgenbremsstrahlung 
zur Richtung des erzeugenden Elektrons betrachtet wird. 

Wird nun berücksichtigt, daß durch Diffusion eine Richtungsverteilung der 
Elektronen Wy(x, ß) auftritt und wegen Rückdiffusion nur der Bruchteil R(U) 
der Elektronen in der Antikathode verbleibt, so ist die Anzahl der Elektronen mit 
der Energie U und der Bewegungsrichtung &,ß im Raumwinkelelement 
sin x dx dB durch 

R(U) - Wo(«, ß) - sina da dB (2) 
gegeben. Der Zusammenhang zwischen dem Beobachtungswinkel © bezogen auf 


die Richtung der mit der primären Energie U, einfallenden Elektronen und dem 
Winkel # zwischen der Bewegungsrichtung «, ß des erzeugenden Elektrons und 


der Beobachtungsrichtung ist durch den sphärischen Cosinussatz gegeben (Abb. 1). 


cos® = cos « cos @ + cos ß sina sin ©. (3) 


Die Gewichtsfunktion (2) tritt nun unter das Integral in (1). Indem man noch 
über den vollen Raumwinkel integriert, erhält man als Resultat der allgemeinen 
Überlegungen 


22 


R(U) f f 4) 
00 


Diese Formel stellt die spektrale Intensitätsverteilung der Röntgenbremsstrah- 
lung pro auffallendes Elektron dar und ist der Ausgangspunkt für die folgenden 
Überlegungen, die die Integration über x, ß zum Inhalt haben. (4) erscheint dann 
nur noch als einfaches Integral über die Energie U, das auswertbar ist. 


Theoretische Auswertung 


Die Ausführung der dreifachen Integration in (4) über die Winkelverteilung 
Wo(x , 8) erscheint zunächst hoffnungslos. Die Intensität :,(9, U) unendlich dünner 


Antikathoden ist eine komplizierte Funktion ihrer Argumente, und die Winkel- 


verteilung Wy(«, ß) soll als Funktion der Energie U außer der elastischen Vielfach- 
streuung iiber kleine Winkel auch die unelastische Streuung mit beriicksichtigen 
und große Einzelstreuwinkel einschließen. 

Sofern man sich aber auf den Fall beshränkt, daß die Elektronen nahezu senk- 
recht auf die Antikathode einfallen, ergibt sich eine Vereinfachung. In diesem Fall 
kann Wy(«, ß) im wesentlichen unabhängig vom Azimut ß als zylindersymmetrisch 
um die Einfallsrichtung angesehen werden. Daher läßt sich die Winkelverteilung 
W der gestreuten Elektronen und die Intensität i,(@, U) unendlich dünner Anti- 
kathoden nach Kugelfunktionen entwickeln. Die Integration über den Raum- 
winkel x, 8 läßt sich sodann wegen des Additionstheorems der Kugelfunktionen 
ausführen. 


Zunächst folgen die Entwicklungen nach Kugelfunktinen 

1 

r=0 

und 

H,(U,»)-P,(O) mit H,=(n+4)- f i,-P,-d(cosd), 
n=0 
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wobei das Additionstheorem der Kugelfunktionen vermöge (3) ®) 


P,(0) = P,() P,(0) + 2 pm x) P™@O) cosmB (i) 


n + m)! 
ergibt. Führt man die Ansätze (5), (6) und die Beziehung (7) in die Gleichung (4) 
22 
ein, so fallen schon bei der Integration über ß wegen f cos (m B) dB = 0 alle Glieder 
0 


des 2. Terms von (7) fort. Bei der Integration über « reduziert sich noch die Doppel- 
‚ summe über r und n wegen der Orthogonalitätsrelationen der Kugelfunktionen 


+1 0 fürn#+r 
P(x): P,(«)-dcosxa=} 2 
Es resultiert : 
n=0 
hv 


Damit ist die Integration über x, ß ausgeführt. Die spektrale Intensität J, er- 
scheint nur noch als Summe über einfache Integrale, die auswertbar sind. Un- 
bekannt bleibt zunächst der Mittelwert 


P,,(«) = SS W. ‘sina da - dp. 
Er muß der Forderung nach | tas pen Einzelstreuwinkel genügen und 
darf nicht auf Vielfachstreuung beschränkt bleiben, sondern muß auch Einzel- 
und Mehrfachstreuung einschließen. Dies leistet für kleine Wege s eine Theorie 
von Goudsmit und Saunderson’). Sie finden mit y als Einzelstreuwinkel 


As 


_ Hängt aber der Einzelstreuwinkel noch von der Energie U,d.h. vom Wege s ab, 
so ist der Exponent offenbar durch das Integral über s zu ersetzen. 


(9) 
0 U 


niet Der Zusammenhang zwischen den beiden Exponenten in (9) ist aber durch 


(1 —P, (x) 1— P, (x) 
gegeben. Der mittlere Energieverlust pro Wegeinheit z ist hier unter Einschluß 


_ des Austauscheffektes nach Moller berechnet worden®). Ebenfalls bekannt ist 
‚aus Überlegungen von Goudsmit und Saunderson’), kombiniert mit neueren 
von Moliere°) unter Hinzunahme des Spinterms'°) im Falle Born- 


eo 8) W. Magnus u. F. Oberhettinger: „Formeln und Sätze fiir die speziellen Funk- 
tionen der mathematischen Physik“ 2. Auflage, Berlin-Göttingen-Heidelberg 1948, S. 74. 

hes 7) S. Goudsmit u. J. L. Saunderson, Physic. Rev. 57, 24 (1940); 58, 36 (1940). 

% Pi 8) Chr. Moller, Ann. Physik (5) 14, 531 (1932). 

u ®) G. Moliére, Z. Naturforschg. 2a, 133 (1947). 

BA 10) W. A. McKinley, Jr.u. H. Fehsbach, Physic. Rev. 74, 1759 (1948) mit weiterer 

Literaturangabe. 
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scher Näherung, der elastische Anteil der Streuung am abgeschirmten Kernfeld. 
Man findet danach mit (10) in der "Bezeichnung von Danzer") 


g (4) elastisch 4 ve + 

wie und es ist 

12,54 + In +573) -zinZ—2a, (i+ son 
onen In? + In 0,09 (7 + 0,15 


mit a, =1+1/2+1/84+---+ 1, 


da nur schwach von der Energie U abhängig als Konstante von der ungefähren 
Größe der Ordnungszahl Z anzusehen. 


(8) ' m Elektronenmasse, c Lichtgeschwindigkeit, B = =, E mittlere Ionisations- 
energie = 10: (Z + 0,5) [eV]*). Für den unelastischen Stoß genügt es nach Mes- 
sungen von Renninger’%) bei kleineren Energien und Klemperer") bei höhe- 

‘aa ren Energien, sowie Rechnungen von Bethe"), Moller®) und Danzer") für den 
” gesuchten Mittelwert das gestoßene Elektron als frei und ruhend zu betrachten. 
Energie und Impulssatz ergibt dann in befriedigender Näherung 
n(n +1) n(n+1 2AU 
und (1 — P,,(y))unelastisch N ( ( 4 ( ) 
nzel- U (2 + na) 
>orie Durch Zusammenfassung der unelastischen und elastischen Stöße erhält man den 
el von einigen Experimenten!®) geforderten Faktor (Z’ + 2) und durch Einsetzen 
n (9) den benötigten Mittelwert 
U. n(n+1)(Zn+2) 
ab, P(x) = dv UG me + U, 8 
Bala) = exp. Uy 2 me FU 
me 14 
Ü (14) 
(9) Dieser Wert wird in (9) eingefiihrt und ergibt als Endresultat Tei 
ke 
n(n+1)(Za+2) (15) 
(10) 


(15) beschreibt die gesuchte räumliche Intensitätsverteilung der Réntgen-Brems- 
ıluß strahlung (J,dv = spektrale Intensität pro auffallendes Elektron) in Abhängig- 
keit von der angelegten Spannung U, unter Berücksichtigung von Diffusion, Rück- 


Re diffusion und Energieverlust der Elektronen in der Antikathode. 
Tn- 11) H. Danzer, Z. Physik 128, 79 (1950). 

12) Dieser Wert von E scheint sich einer Zahl von experimentellen Ergebnissen besser 
ınk- _ anzuschmiegen als der übliche Wert E = 13,5 -Z (eV), doch kommt es auf eine > 
, 74. Festlegung nicht an, da E unter dem Logarithmus steht. Vergleiche aber auch C. 
140). Madsen u. P. Venkateswarlu, Physic. Rev. 74, 648 (1948). 


13) M. Renninger, Ann. Physik (5) 9, 295 (1931); (5) 10, 111 (1931). 
14) O. Klemperer, Ann. Physik (5) 15, 361 (1932). In : 
erer 15) H. Bethe, Ann. Physik (5) 5, 325 (1930). 

18) W. Bothe, Hdb. Phys. XXII/2, 2. Auflage, Berlin 1933, S. 13. VEN 
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nd 
In det Saul ist aw de (mittlerer Weg prd Energieverlust) theoretisch und aus a 
as ; ERLERNEN. in Nebelkammer als Funktion der Energie U bekannt, J 
der Bruchteil R(U) der Elektronen läßt sich durch Messungen angeben aus dem die . 
Verhältnis (Gesamtstrom — rückdiffundiertem Strom): Gesamtstrom und der Ent-  grgil 
+1 
wicklungsparameter H, = (n + 4) f is P,,(8)d cos # folgt aus den Berechnun- 
-1 
gen von 1,(#, U)'?). 
Der Nutzeffekt 7 errechnet sich hiernach zu Ti Sa | 
ae 
Vergleich mit dem Experiment 
: Nun läßt sich Gleichung (15) fiir den allgemeinen Fall nur mit wie R at 


wand auswerten, da die Intensität der unendlich dünnen Antikathode 7,(8, U) 
eine verwickelte Funktion ihrer Argumente ist und die Entwicklung nach Kugel- 
funktionen zur Festlegung von H,(U,v) kaum erlaubt. Beschränkt man sich 
jedoch auf die Nähe der Grenzfrequenz unter Beachtung der Bedingung 


 (U—hv)< und U? & m? so darf eine wesentlich einfachere Formel von 2k 


Be Scherzer's) verwendet werden. Das trifft zu für Messungen der Winkelver- 

a teilung stark gefilterter Bremsstrahlung von Sesemann!®) mit Be als massiver 

_ Antikathode bei Spannungen bis zu 150 kV. Seine stärkste Filterung ergibt eine 
mittlere Frequenz, die nur um 13% kleiner als die Grenzfrequenz », = U,/h ist. 

x Für Be ist R(U) = 1 zu setzen, da die Rückdiffusion bei Be nach Messungen a 

_ von Neher”) sehr gering ist. Ferner wurde bis auf konstante Faktoren, die be- 


langlos sind, für den mittleren Weg pro Energieverlust ae 
_ 2Umc + U? 
au ' (me + UP 
angesetzt und zur Berechnung von H, für die Scherzer- Verteilung 
V2me+U 0.5 (1 — gras) — B 008 ei 
| 
(1+ ne) [1 —ß cos 8]* 
_ Der Bruch in der geschweiften Klammer wurde durch ein Polynom in cos# so d 
 angenähert, daß der mittlere Fehler ein minimaler ist?!). Nach Multiplikation mit A 
sin? # = (1 — cos? #) wurde das entstandene Polynom nach Kugelfunktionen um- st 
_ geschrieben. Daher kann der Fehler der Aproximation in der Nähe von 9 = 0° Ic 
vernachlässigt werden, dagegen nicht in der Nähe von # = 90°. Der interessie- d 
17) A. Sommerfeld, a. a. O. u. F. Sauter, Ann. Physik (5) 20, 404 (1934). s 
18) O. Scherzer, Ann. Physik (5) 18, 137 (1932) SchluBabsatz. I 
19) G. Sesemann, Ann. Physik (5) 40, 66 (1941). ie 


20) H. V. Neher, Physic. Rev. 87, 655 (1931) fand bei Be für die „Rückdiffusions- 
konstante“ 3 bzw. 2,5%, bei der Energie von 70 bzw. 130 (ekV). REN vs 
21) G. Schulz, Sammlung Göschen, Bd. 1110, VI. Abschnitt. 
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rende Winkelbereich betrifft aber gerade die Auffüllung um #= 0°. Deshalb 
braucht sich der Vergleich mit dem Experiment auch nur bis 50° zu erstrecken. 

Die aus der geschweiften Klammer gewonnenen Koeffizienten k, können für 
die Integration — U näherungsweise als konstant angesehen werden. Damit 


ergibt sich (Care at 1) für die spektrale Intensität J, dy 


‘ 


k 
= > I 
n(n+1)(Zu+2) 


n=0 


hv (2 mc? + U,) 
Ug (2 me? + hv) 


Von Sesemann beobachtet wurde aber die aus den spektralen Intensitäten zu- 
sammengesetzte Intensität. Durch Vorschalten eines Filters in den Strahlengang, 


150 keV 


AR 


MeBwerte Meßwerte 
0 1 fi 1 1 fi 9 0 1 fi ı fi ı 8 
0° 1° 40° 50° 


Abb. 2. Die Intensität der Bremsstrahlung 
einer Beryllium-Antikathode bei 90 kV in 
Abhängigkeit vom Beobachtungswinkel 


Abb. 3. Die Intensität der Bremsstrahlung 
einer Beryllium-Antikathode bei 150 kV in 
Abhängigkeit vom Beobachtungswinkel 


der die härteren Strahlen besser durchläßt als die weichen, wurden die weichen 
Anteile der entstandenen Bremsstrahlung unterdrückt. Da die harte Brems- 
strahlung im wesentlichen von Elektronen herrührt, die nur wenig Energie ver- 
loren haben und geringe Diffusion zeigen, ist die Beobachtung gerade dieses Teiles 
der Bremsstrahlung interessant. Da Sesemann die Filterdicken und das Ma- 
terial angegeben. hat, andererseits der Gang des Extinktionskoeffizienten mit der 
Frequenz bekanntlich umgekehrt proportional der dritten Potenz der Frequenz 
ist, berechnet von Sesemann beobachtete Intensität zu 
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J0) ist in Abb.2 und Abb. 3 mit der Messung verglichen. Um abzuschätzen, 


u _ wie empfindlich sich Fehler in (Z) + 2) im Resultat auswirken, ist in Abb. 4 der 
 Intensitätsverlauf gestrichelt eingezeichnet, der sich bei 150 kV ergibt, wenn alle 
(Z, + 2)2) um 10% vergrößert 


werden. Die Meßpunkte von Sese- 
mann sind um 5% unsicher. 

Die Abbildungen zeigen für Be’ 
eine gute Übereinstimmung der Theo- 
rie mit dem Experiment im Span- 


i: nungsbereich von 90 bis 150 kV in 
Py 2 der Nähe der Grenzfrequenz », (starke 
er 44 Filterung). Fiir die weniger interes- 
RE santen Messungen Sesemanns mit 


schwächerer Filterung unterbleibt 
hier ein Vergleich. 

Es darf hier betont werden, daß 
sich nach der üblichen Methode der 
Streubehandlung über kleine Einzel- 
streuwinkel?*) keine befriedigende 
Ubereinstimmung trgibt. Noch größer 
wird die Diskrepanz natiirlich, wenn 
die unelastische Streuung wernach- 
lässigt wird. Der Einfluß großer 
Einzelstreuwinkel auf das Resultat 
insbesondere auf die Intensität bei 
O = 0° ist durch das steile Anwachsen 
der Intensität der Réntgen-Brems- 
strahlung in der Scherzer- Verteilung 
mit größer werdendem Streuwinkel 9 gegeben. Daher war es hier unumgänglich, 
eine Streutheorie zu benutzen, die auch größere Einzelstreuwinkel und die 
unelastische Streuung umfaßt. 


0 4 1 4 
Pe 10° 20° 20° 40° 


50° 
Abb. 4. Änderung der berechneten Brems- 
strahlungsintensität einer Beryllium - Anti- 
kathode bei Variation der in der Rechnung 
verwendeten Konstanten 


Te Herrn Professor Dr. H. Kulenkampff danke ich herzlich für die Anregung 


zu dieser Arbeit. 
a 
ae. fr 22) (Z, + 2) ist etwa proportional dem quadratischen Mittel des Einzelstreuwinkels 7’. 


\ 23) Kleine Einzelstreuwinkel bedeutet in der vorliegenden Arbeit Z;, gleich Z’ gesetzt 
mit Z’ Z}j. 


Würzburg, Physikalisches Institut der Universität. 


Oe ze (Bei der Redaktion eingegangen am 8. August 1951.) 
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